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résonances

Perspectives

Plan

1 Introduction. Cadre et hypothèses
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la caténoı̈de

Un exemple de
croissance de
l’ordre des
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Hypothèses et définition

Hypothèse AN,ρ : R0(λ) := (∆− f (λ))−1 a un prolongement
méromorphe-fini sur un domaine non borné D+

N à valeurs dans
L(ρNL2(X ), ρ−NL2(X )).

Hypothèse BN,ρ : RV (λ) := (∆ + V − f (λ))−1 admet un
prolongement méromorphe-fini sur D+

N à valeurs dans
L(ρNL2(X ), ρ−NL2(X )).

Définition
V est isorésonant si Res(∆ + V ) = Res(∆) avec les mêmes
multiplicités.
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isorésonants et

symétries.

Aymeric AUTIN

Introduction.
Cadre et
hypothèses
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prolongement méromorphe-fini sur D+
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Un résultat antérieur

Coordonnées cylindriques sur Rn, n ≥ 2 :
(r , θ, x ′) ∈ [0,∞)× [0,2π)× Rn−2.

Théorème (T. Christiansen, 2006, 2008)

Soient V1 ∈ L∞c (R+),V2 ∈ L∞c (Rn−2), et m ∈ Z \ {0}. Alors

V (r , θ, x ′) = V1(r)V2(x ′)eimθ

est isorésonant, i.e. Res(∆ + V ) = Res(∆) = ∅.
Les potentiels suivants sont aussi isorésonants :

V (r , θ, x ′) =
∞∑

m=1

V m
1 (r)V m

2 (x ′)eimθ.
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Symétrie S1

Action de S1 sur X induit une représentation unitaire de S1 sur
L2(X ) :

S1 −→ U(L2(X ))

eiθ −→ f → (x → f (e−iθ.x)).

Décomposition de L2(X ) en composantes isotypiques :

L2(X ) =
⊥⊕

j∈Z

L2
j (X ),

où, pour tout j ∈ Z,

L2
j (X ) := {f ∈ L2(X ) ; ∀θ ∈ [0,2π], pp−x ∈ X , f (e−iθ.x) = eijθf (x)},

est l’espace des fonctions S1-homogènes de poids j .
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Décalage pour une symétrie S1

Lemme

∀j ∈ Z, ∆ : L2
j (X ) ∩ H2(X )→ L2

j (X )

Si V ∈ L∞(X ) est S1-homogène de poids m ∈ Z, alors :

∀j ∈ Z, V : L2
j (X )→ L2

j+m(X )
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S1 : Énoncé du résultat

Théorème
Soit (X ,g) une variété riemannienne qui possède une action
isométrique de S1. On suppose qu’il existe N > 0 et une fonction
ρ, S1-invariante, tels que l’hypothèse AN,ρ soit vérifiée sur un
domaine D+

N .

Si V ∈ L∞c (X ) est S1-homogène de poids m ∈ Z \ {0},

alors, sur D+
N , Res(∆ + V ) = Res(∆) et les multiplicités coı̈ncident.
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S1 : Exemples de potentiels isorésonants

Espace euclidien : Rn = (R2)k × Rn−2k ,

Action de S1 :
k⊕

i=1

R(piθ)⊕ IdRn−2k ,

où θ ∈ [0,2π), (p1, . . . ,pk ) ∈ (Z \ {0})k , et R(φ) est la rotation
d’angle φ sur R2.

Les potentiels S1-homogènes de poids m sont de la forme :

Vm(r1eiα1 , . . . , rk eiαk , z) = W (x̄)ei`1α1 . . . ei`kαk ,

où (r1eiα1 , . . . , rk eiαk , z) ∈ (R2)k × Rn−2k , x̄ ∈ Rn/S1 et

k∑
i=1

`ipi = −m
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Estimations du bas du spectre sur les espaces
de symétries

Lemme
Soit K une variété compacte à bord possédant une action de S1

et munie d’une métrique g telle que :
l’action de S1 soit isométrique,
g puisse s’écrire comme une métrique produit dans un
voisinage du bord de K .

Alors il existe des constantes C1,C2 > 0 telles que :

∀j ∈ Z, C1j2 ≤ Min Spec ∆L2
j (K ) ≤ C2(1 + j2)
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la caténoı̈de

Un exemple de
croissance de
l’ordre des
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Majoration de la résolvante sur les espaces de
symétries

Lemme
Soit λ ∈ D+

N \ Res(∆) et χ ∈ C∞c (X ) S1-invariante.
Il existe une constante C > 0 telle que :

∀j ∈ Z, ‖χR0(λ)Pjχ‖≤
C

1 + j2
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Hypothèse supplémentaire pour l’action de
SO(n)

Hypothèse C : l’action isométrique de SO(n) sur X admet un
point fixe O tel que, en O, les coordonnées polaires définissent
un difféomorphisme entre X \{O} et R+\{0} × Sn−1.

d’où

L2(X ) = L2(R+)⊗ L2(Sn−1) =
⊕
k∈N

(
L2(R+)⊗ Hk

)
Hk = Ker

(
∆Sn−1 − k(k + n − 2)

)
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Décalage pour une symétrie SO(n)

Hk =
⊕

wmin�w�wmax

Hk
w

Hk
max = Rvk

max

vk
max = (x1 + ix2)k

L2(X )+ =
⊕
k∈N

(
L2(R+)⊗ Hk

max

)

Lemme
Pour tout s ∈ L∞(R+) et pour tous (k , `) ∈ N2 on a :

svk
max : L2(R+)⊗ H`

max → L2(R+)⊗ H`+k
max
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SO(n) : Énoncé du résultat

Théorème
Soit (X ,g) une variété riemannienne possédant une action
isométrique de SO(n) et vérifiant l’hypothèse C. On suppose
aussi que l’hypothèse AN,ρ est vérifiée.

Prenons, pour m ∈ N \ {0}, V ∈ L∞c (X ) ∩ L2(R+)⊗ Hm
max , i.e.

V (r , ω) = s(r)vm
max (ω), (r , ω) ∈ R+ × Sn−1, s ∈ L∞c (R+).

Alors, sur D+
N , Res(∆ + V ) = Res(∆) et les multiplicités coı̈ncident.
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Potentiels isorésonants sur la caténoı̈de

Théorème
Soient (X ,g) = (R× S1, dr2 + (r2 + a2)dα2) la caténoı̈de et
m ∈ Z \ {0}.

Soit V ∈ L∞c (X ) donné par

V (r ,eiα) = Vm(r)eimα, (r ,eiα) ∈ R× S1, Vm ∈ L∞c (R).

Alors z → (∆ + V − z)−1 admet un prolongement méromorphe
fini de {z ∈ C ; Imz < 0} sur D+ := {z ∈ C ; argz < 2θ0}
à valeurs dans les opérateurs bornés de L2

c(X ) dans H2
loc(X ).

De plus, sur D+, on a Res(∆ + V ) = Res(∆) avec les mêmes
multiplicités.
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Un exemple de croissance de l’ordre

Proposition

Sur l’espace hyperbolique H2.
Pour tout k ∈ N \ {0}, il existe un potentiel V appartenant à

F := {Vm(r)eimθ ; m ∈ Z \ {0}, Vm ∈ L∞c (R+)}

tel que −k soit une résonance de ∆ + V d’ordre strictement plus
grand que 1.
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résonances

Perspectives

Perspectives

Comprendre les modifications de l’ordre par les potentiels
isorésonants.

Peut-on construire des potentiels isorésonants sur des
variétés sans symétrie ?

Comprendre les liens entre résonances et symétries
(localisation, estimations sur le nombre . . . )
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