Potentiels

isorésonants et
symétries.

Potentiels isorésonants et symétries.

Aymeric AUTIN

Laboratoire de mathématiques Jean Leray
Université de Nantes

24 octobre 2008



Potentiels
isorésonants et
symétries.

o> I o [~ <o

Introduction. Cadre et hypotheses
m Résonances, isorésonance
m Symétries

Actions de S

m Enoncé du résulat

B Res(A + V) C Res(A)
B Res(A + V) D Res(A)

Actions de SO(n)
Potentiels isorésonants sur la caténoide
Un exemple de croissance de 'ordre des résonances

Perspectives



Hypotheses et définition

Potentiels
isorésonants et
symétries.

Aymeric AUTIN

Hypothése Ay, : Ro()\) := (A — f(\))~! a un prolongement
méromorphe-fini sur un domaine non borné D}, a valeurs dans
L(PNLE(X), p~NL2(X)).
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Hypothése Ay, : Ro()\) := (A — f(\))~! a un prolongement
méromorphe-fini sur un domaine non borné D}, a valeurs dans
L(pNLE(X), p~NLE(X)).

Hypothése By , : Ry(\) := (A + V — f(\))~! admet un
prolongement méromorphe-fini sur Dy, a valeurs dans
L(PLE(X), p~NLE(X)).
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Hypothése Ay, : Ro()\) := (A — f(\))~! a un prolongement
méromorphe-fini sur un domaine non borné D}, a valeurs dans
L(PNLE(X), p~NL2(X)).

Hypothése By , : Ry(\) := (A + V — f(\))~! admet un
prolongement méromorphe-fini sur Dy, a valeurs dans
L(PLE(X), p~NLE(X)).

Définition

V est isorésonant siRes(A + V) = Res(A) avec les mémes
multiplicités.



Un résultat antérieur
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Coordonnées cylindriques sur R", n > 2 :
(r,0,x") € [0,00) x [0,27) x R"2,

Théoréeme (T. Christiansen, 2006, 2008)

isorésonance

m Soient Vi € LP(R,), Vo € LP(R"2), et m € Z \ {0}. Alors
V(r,6,x") = Vi(r) Va(x") €™

est isorésonant, i.e. Res(A + V) = Res(A) = 0.
m Les potentiels suivants sont aussi isorésonants :

V(r,0,x") ZV1 em?.



Symétrie S
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symetries. Action de S' sur X induit une représentation unitaire de S' sur
L2(X) :

st —  U(L3(X))
e’ — f—(x—fle?x)).

Décomposition de L2(X) en composantes isotypiques :
1
=D
jez
ou, pour tout j € Z,
L2(X) :={f € [3(X); V0 € [0,27], pp—x € X, f(e"" x) = e"°f(x)},

est I'espace des fonctions S'-homogeénes de poids ;.



Décalage pour une symétrie S’
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mvYjeZ, A: L]?(X) N H2(X) — Lj?(X)
m SiV e L>(X) est S'-homogéne de poids m € Z, alors :

ViezZ, V:ILEX)— L,

(X)



S : Enoncé du résultat
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Théoréeme

Soit (X, g) une variété riemannienne qui posséde une action
isométrique de S'. On suppose qu'il existe N > 0 et une fonction
Enoncé du résulat p, S'-invariante, tels que I'hypothése Ay, soit vérifiée sur un
domaine Dy;.

Si V € L¥(X) estS'-homogéne de poids m € 7\ {0},

alors, sur Dy}, Res(A + V) = Res(A) et les multiplicités coincident.



S' : Exemples de potentiels isorésonants

Potentiels

STl  Espace euclidien : R = (R?)k x RM—2k,

symétries.

k
Action de ' : @ R(pi®) & Idgn—2«,
i=1
ou 0 €[0,27), (p1,...,Px) € (Z\ {0})X, et R(¢) est la rotation
d’angle ¢ sur R?.
Les potentiels S'-homogeénes de poids m sont de la forme :
Vin(rie'™, ... e/, z) = W(x)e1 ... gk,

ou (re, ... el z) € (R2)k x R"2k x ¢ R"/S" et

K
Z Lipj=—m
e




Estimations du bas du spectre sur les espaces
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Lemme

Soit K une variété compacte a bord possédant une action de S’
et munie d’une métrique g telle que :

m /'action de S' soit isométrique,

B g puisse s’écrire comme une métrique produit dans un
voisinage du bord de K.

Alors il existe des constantes Cq, Co > 0 telles que :

Vj € Z, Cij? < Min Spec ALI?(K) < C(1+ )



Majoration de la résolvante sur les espaces de
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Lemme

Soit A € Dy, \ Res(A) et x € C(X) S'-invariante.
Il existe une constante C > 0 telle que :

. C
Vi€ Z, [[xRo(N)Pix| < [y



Hypothése supplémentaire pour 'action de
SO(n)
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Hypothése C : I'action isométriqgue de SO(n) sur X admet un
point fixe O tel que, en O, les coordonnées polaires définissent
un difféomorphisme entre X\{O} et R*\{0} x S"".

d’ou

LZ(X) — L2(R+) ® L2(8n71) _ @ (LZ(R+) ® Hk>

Actions de SO(n) keN

H* = Ker (Asn_1 —k(k+n-— 2))
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Winin 2W =X Wmax

HE . = RvE

max max
k : k
Vmax = (X1 + /XZ)

L2(X)" = €D (LA(R) © Hiay)

keN

Lemme

Pour tout s € L>(R™) et pour tous (k,¢) € N ona:

Actions de SO(n)

SVinax  LA(RT) @ Hipay — LE(RY) ® Hitl



SO(n) : Enoncé du résultat
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Théoréeme

Soit (X, g) une variété riemannienne possédant une action
isométrique de SO(n) et vérifiant I'hypothése C. On suppose
aussi que I'hypothése Ay, est vérifiée.

Prenons, pour m € N\ {0}, V € L(X) N L3(R*) @ H™,,, i.e.

max?’

i V(r,w) = s(r)vaa(w), (r,w) € R* xS, s € LP(R™).

Alors, sur Df;, Res(A + V) = Res(A) et les multiplicités coincident.
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Soient (X, g) = (R x S',dr? + (r? + &2)da?) la caténoide et
m € Z\ {0}.

Soit V € L (X) donné par

V(r,€%) = Vp(r)e™, (r,e®) e R xS', Vi, € LZ(R).

potenics Alors z — (A + V — z)~" admet un prolongement méromorphe
ST finide {z € C; Imz <0} surD" :={z € C; argz < 26y}

a valeurs dans les opérateurs bornés de L(X) dans Hz

(X).

De plus, sur Dt, on aRes(A + V) = Res(A) avec les mémes
multiplicités.



Un exemple de croissance de l'ordre
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Proposition

Sur I'espace hyperbolique H?.
Pour tout k € N\ {0}, il existe un potentiel V appartenant a

F = {Vn(r)e™ ; mez\ {0}, Vy € L(R)}

tel que —k soit une résonance de A + V d’ordre strictement plus
grand que 1.

Un exemple de
croissance de
l'ordre des
résonances



Perspectives
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m Comprendre les modifications de I'ordre par les potentiels
isorésonants.

m Peut-on construire des potentiels isorésonants sur des
variétés sans symétrie ?

m Comprendre les liens entre résonances et symétries
(localisation, estimations sur le nombre ...)

Perspectives
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