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Résumé

Dans la premiére partie du mémoire, on rappelle la définition de certains espaces
fonctionnels ainsi que l'intérét des coordonnées harmoniques. Aprés ces définitions,
le premier point consiste a établir la régularité de la métrique d’une variété rieman-
nienne a bord sous des hypothéses concernant la courbure de Ricci de la variété et
de son bord ainsi que la courbure moyenne du bord. Le deuxiéme point concerne
la convergence d’une suite de variétés & bord qui vérifient aussi des contraintes géo-
métriques. On utilise alors le premier point pour établir la régularité de la variété
limite. Le troisiéme et dernier point s’intéresse & un probléme inverse de Gelfand,
c’est-a-dire obtenir des informations sur une variété riemannienne et sa métrique
juste a partir de données spectrales sur le bord.



Table des matiéres
1 Introduction

2 Résultats préliminaires
2.1 Espaces fonctionnels . . . . . . ..o
2.1.1 Espacesde Sobolev . . . . . . . ... ...
2.1.2 Espaces de Holder, espaces de Zygmund . . . . . .. .. ... ...
2.2 Coordonnées harmoniques . . . . . . . . ...
2.2.1 Existence et régularité . . . .. ...
2.2.2  Coordonnées harmoniques et courbure de Ricci . . . . . .. .. ..

3 Régularité locale a la frontiére du tenseur de métrique
4 Flot géodésique
5 Convergence géométrique de variétés a bord

6 Probléme inverse de Gelfand
6.1 Unicité de M a homéomorphisme prés . . . . . .. . ... ... ... ..
6.2 Unicité de la métrique . . . . . . . . . . ...

7 Stabilité du probléme inverse

12

17

17

26
27
29

32



1 Introduction

Ce mémoire est le résultat de 'étude de article [AKKLT].

Dans le premiére partie de ce mémoire, je définis les espaces de Holder
puis les espaces de Zygmund. Pour ces derniers j’adopte deux points de vue :
d’une part la décomposition de Littlewood-Paley et d’autre part des taux
d’accroissement. L’intérét de ces espaces est double. D’abord ils forment une
échelle d’interpolation ce qui servira a obtenir des résultats par un raisonne-
ment d’interpolation! Voir par exemple dans les démonstrations des lemmes 1
et 3. Ensuite que la métrique soit dans I’espace de Zygmund C? est une condi-
tion suffisante pour avoir I'unicité locale du flot géodésique (cf proposition 10)
nécessaire dans la démonstration du théoréme 6.

Ensuite on définit les notions de laplacien et de coordonnées harmoniques
sur une variété riemannienne. Les coordonnées harmoniques sont adaptées aux
problémes liés a la régularité de la métrique, ce qui est explicité dans [DTK].
De plus, dans des coordonnées harmoniques, on peut obtenir une équation
liant le laplacien de la métrique a la courbure de Ricci de la forme :

Agim + 2 Ricy, = Bin(g, Vg).

ol B est une forme quadratique en Vg avec des coefficients dépendant conti-
ntiment de la métrique g. Et on va se servir de cette équation comme d’une
EDP afin d’obtenir des informations sur la métrique.

Le premier résultat de l'article [AKKLT] auquel on s’intéresse est le sui-
vant :

Si B est une boule de centre 0 dans R”, Q@ = BNn{x : 2" > 0},X = Bn{x:
2" = 0} et Q@ = QU Y. Soit ¢ une métrique sur Q , on notera h sa restriction
a Y. Et enfin on notera H la courbure moyenne de .
Sous les hypothéses suivantes :

(1) g € H”Q),p>n
(2) h € HY“(X)
(3) Ric € L*(Q)
(4) Ric® € L>(%)
(5) H ¢ Lip(%).

On a que, pour z € 3, il existe des coordonnées harmoniques frontaliéres sur
un voisinage U de z dans €2, dans lesquelles les coefficients de la métrique

vérifient B
dijk € Cf(U)



Mais la démonstration de ce théoréme sous ces hypothéses demandait trop
d’outils d’analyse que je ne maitrisais pas (résultats de régularité elliptique
dans des espaces de Holder, de Sobolev ou de Besov...). Je me suis donc
contenté d’une version plus faible ou on remplace les hypothéses (1) et (2)
par 'hypothése :

g€ o), s € (0,1);

résultat au demeurant suffisant pour étudier la suite de I'article.

Dans la suite, aprés avoir défini la convergence d’une suite de variétés rie-
manniennes, on montre, qu’en posant des contraintes géométriques a priori,
on obtient une famille de variétés riemanniennes a bord précompacte; c’est
I'objet du théoreme 3. La aussi les espaces de Zygmund et les coordonnées
harmoniques jouent un grand roéle; ils sont unifiés dans la notion de rayon
C?-harmonique (cf proposition 11).

On s’intéresse ensuite a un probléme de Gelfand : il s’agit d’obtenir les ca-
ractéristiques d’une variété riemannienne compacte connexe a bord non vide
et possédant une métrique dans l'espace de Zygmund C? & partir des données
spectrales du laplacien de Neumann sur son bord. C’est un probléme qui peut
apparaitre dans des domaines comme la géophysique ou I'imagerie médicale.
Et c’est dans 'étude de la "stabilité" de ce probléme inverse qu’intervient la
précompacité obtenue précédemment.

Je tiens avant toute chose a remercier Mr L.Guillopé pour sa direction et
les entrevues éclairantes qu’il m’a accordées.

2 Résultats préliminaires

2.1 Espaces fonctionnels

2.1.1 Espaces de Sobolev
DEFINITION 1
Pour tous s € R et p € (0,00) on définit H>?(R") = A=°LP(R") ou
A S'(RY) — S(RY)
u o FH((+ [ €))7 %a(€)

ou F est la transformation de Fourier.

REMARQUE 1
Pour s € N, H*?(R") coincide avec {u € LP(R™), D*u € LP(R"™) pour tout
| a |< s}



On rappelle aussi les injections de Sobolev (|[BREZ]) :

PROPOSITION 1
Soit Q un ouvert de classe C' de R™ et p € [0, 0]

LF(Q) sil<p<n avec }% =
HY"Y(Q)Cc LI(Q) sip=n pour tout
L>(Q2) sip>n.

_1
n

1
p
q € [0, 00]

2.1.2 Espaces de Holder, espaces de Zygmund
Pour ce paragraphe, mes références sont [GER.AL| et [TAYL, Tome 3].

DEFINITION 2
Pour 0 < s < 1 on définit I'espace de Holder C*(R") comme I'espace des
fonctions bornées u vérifiant

(z) = u(y) |

|z —y

u
sup{. sty <o
avec pour norme || u ||s=|| u ||oo + || w ||} o1t || w ||, désigne le sup précédent.
Pour s = k+r aveck € Net 0 < r < 1, C5(R™) est I'espace des fonctions
bornées u € C*(R") telles que pour | 8 |= k, DPu € C"(R™).

On a les injections suivantes :

PROPOSITION 2

Pour tous t € R* et p € N, H*P(R") C C*(R") si et seulement si s <t — 2.

Soit ¥ € C°(R™), (&) =1 pour | £ |< 1/2,94(§) = 0 pour | £ |> 1. Posons
©(&) = ¥(£/2) — (&) : ¢ est supportée dans la couronne 1/2 <| £ |[< 2, e,
pour tout &,

L=9(&) + ) ¢(27%).

p=>0

DEFINITION 3
Pour v € S'(R"), on pose u_y = Y(D)u, u, = ¢(27PD)u, p > 0, de sorte
qu’on obtient la décomposition de Littlewood-Paley de u :

U= g Up.

p>—1



PROPOSITION 3
Pour tout s € R*, il existe une constante C' telle que si u € C*(R") et est
bornée alors

sup{2” || up Jloo,p = =1} < C [ u s -

preuve :
e sis=0. u_; =¢(D)u=F'(¢)*u donc

@] < [P 0t -y | dy
< Hulloo/lF | dy

et pour p > 0 on remarque qu’on a F~(¢(277.))(&) = 2P"F~1(p)(2F€)
d’ou

IN

| up(2) | Il floo /2”” | F=H(p)(2%y) | dy

||u||oo/rF y) | dy

donc pour tout p > —lon a || up [|oo< C || ¢ || 01t C' ne dépend pas de
p.

e si s € N*. Comme on a 0%(u,) = (0%u), , il suffit, grace au premier
point de montrer :

(6) 2 |y o< C Y N 0%up oo -

|af=s

IN

Soit x € C§°(R™) valant 1 au voisinage du support de ¢ , alors,
P(€) = (Ciajes EXal€)9(€) avee xal§) = =iz € CFR") |

donc
F(uy)(€) = @(27P6)F(u)(€)
= 3 22T () (6)
lof=s
— Q7ps Z Xa(27PE)F(0%uy)(€)
|a|=s
d’ou,

2%, = Z F ' (xa(27P.) % 0%u,

laf=s

2 |y oo < / F (xa)@)dy) 3 11 0y [l -

|laf=s



e si s n’est pas entier. Par (6) on se raméne a s € (0, 1).
Onall u_q o< C || ©llos donc 27% || u_y ||o< C.
Pour p > 0, en remarquant que [ F~(¢)(z)dz = cste X ¢(0) = 0 on
obtient :

w() = [P - y)uls)dy
=(/WW*%@@%x—wxww—uu»@

d’ou
@) | < Juli [27 [P @ =)oy dy
par un changement de variable on obtient
| up(@) [ C w27
On a en partie la réciproque de la proposition 3 :
PROPOSITION 4

Si s n’est pas entier et si sup{2P° || u, ||oc,p > —1} < 00 alors u € C*(R™). De
plus, il existe une constante C' telle que || u ||.< C'sup{2"® || up |00, p > —1}.

preuve : On prend s € (0,1). Notons

p—1
Spu = Z ug, Ryu = Zuq.

g=-1 q=>p

Pour un p qu’on fixera plus tard on a u = Syu + R,u . On a par hypothése

(7) | Ryt [loo< Y [l g o< C277°,
q=>p
De plus
p—1
(8) | Spu(x) = Spu(y) 1<l =y | > || Vig oo -
qg=—1
Or

F(0ug)(§) = cste &p(279€)F(u)(€)
cste 29(279,)p(279€) F(u) (€)
= cste 219;(279€) F(ug)(§)
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ou x € C5°(R™) valant 1 au voisinage du support de ¢ et ®;(x) = z;x(x).
Donc
Ouy = cste 29F~1H(D;(279€)) * u,

et
| Ditg oo este 20 ug [loos C2907.

En reportant dans (8) et, comme 0 < s < 1, on obtient
| Spu(x) = Spuly) |[< C o —y | 2207
et avec (7) on a finalement | u(z) —u(y) |< C | x —y | 2P(—%) 4 202775,

On fixe désormais p comme le plus grand entier tel que 2P <| z —y |~! ce qui
donne | u(x) —u(y) |[< C | x —y |* et permet de conclure que u € C*(R").

O

DEFINITION 4

Pour s entier on définit I'espace de Zygmund C?(R™) comme I'espace des
fonctions u vérifiant sup{2”® || u, ||eo,p > —1} < 0co0. On le munit de la norme
| .. [|cs définie par || u ||cs= sup{2"° || up ||oo,p > —1}.

REMARQUE 2
Pour s entier C*(R™) & CZ(R™).

Une deuxiéme facon de définir les espaces de Zygmund, est de faire intervenir
des différences :

PROPOSITION 5

Pour s entier, I'espace de Zygmund C2(R") est aussi l'espace des fonctions
u € C*1(R") telles que

S qupg )+ %uly) =20 +4)/2) |

|z =y Sl

|a|=s—1
soit finie.
PROPOSITION 6

Les deux normes définies précédemment sur I'espace de Zygmund C2(R™) sont
équivalentes.



2.2 Coordonnées harmoniques
2.2.1 Existence et régularité

Avant de définir des fonctions harmoniques sur une variété riemannienne, il
faut se munir d’un opérateur laplacien. Soit (M, g) une variété riemannienne.
On notera (g;;) la matrice représentant le tenseur de métrique dans un systéme
de coordonnées, (g”) son inverse, et /g pour (det(g;;))'/% On utilisera dans
la suite les notations d’Einstein concernant les indices de sommation.

DEFINITION 5
Avec les notations précédentes, on définit le laplacien, /A, d’une fonction u par
son expression dans un systéme de coordonnées locales par Au = —\/Lg(?j(gij V90iu).

REMARQUE 3
La présence du signe — de la définition précédente varie selon les références.
On essaiera de rester cohérent dans cet article.

Avant d’examiner ’existence de systéme de coordonnées harmoniques locales,
rappelons un résultat de Schauder, donné dans [PE|, sur les estimations a priori
des solutions de problémes elliptiques du type Lu = a"9;0;u + b'0;u = f avec
(@) symeétrique définie positive.

THEOREME 1

On suppose que (a”) et (b) sont dans C™ . Soient Q C R"™ un domaine
ouvert borné et K C Q, et a € (0,1).

Alors 1l existe une constante C telle que

C(H Lu ||Co¢+m,Q -+ || u ||Co¢+m7Q)7
Cl Lu [[eog + | u flco0)-

H u ”C’a+7n+2 S
<

K
| u e i
De plus si ) a une frontiére réguliere et que u = @ sur 0S), alors il existe une
constante C telle que

| w [|carmiz o< C(|| Lu [[gatm g + || @ ||catmz g0).

PROPOSITION 7

Soit (M, g) variété riemannienne avec g € C**® k > 1,a € (0,1). Sip € M
alors il existe un voisinage U > p sur lequel on peut trouver un systéme de
coordonnées harmoniques (x1,...,x,). De plus les coordonnées harmoniques
sont des fonctions C*T17% des anciennes coordonnées.



Preuve ([PE]) : On choisit d’abord un systéme de coordonnées y = (yi, ..., yn)
dans un voisinage de p avec y(p) = 0 et dans lequel g = (g;;) . Ensuite on
se donne une petite boule B(0,¢) dans laquelle on résout les problémes de
Dirichlet suivants :

Aillk = 0
xr = ygsur 0B(0,¢).

On trouve ainsi n fonctions harmoniques dont il reste a montrer qu’elles consti-
tuent des coordonnées. Grace aux estimations a priori de Schauder on a :

| 2=y llc2taBog <C (| Alw—y) llee,Boe + | (= Y)oB0e) [lc2+e.0B(0,))
= C| Ay |lee,B,) -

Si on prend pour coordonnées y les coordonnées normales, alors on a dig; ; = 0
en p et donc Ay = 0en p. D’ot || Ay [|ce,B0,)— 0 quand € — 0. Et finalement
on a que Dx et Dy sont proches pour un petit € et que x forme donc un systéme
de coordonnées.

Ensuite, le résultat de régularité de ces coordonnées est donné par les esti-
mations de Schauder sur le probléme de Dirichlet en sachant que les coefficients
du laplacien font intervenir les dérivées premiéres de la métrique et sont donc
de régularitée CF-1+o,

O

Le premier grand intérét des coordonnées harmoniques est le résultat suivant
signalé dans [DTK] :

PROPOSITION 8
Si la métrique g € C*+ dans un systéme de coordonnées, alors elle est aussi
de classe C*** dans des coordonnées harmoniques.

Preuve : L’expression de la métrique dans les coordonnées harmoniques ne
fait intervenir que les dérivées premiéres de ces derniéres par rapport a celles
d’origine, et on sait par la proposition 7 qu’elles sont C*+<.

REMARQUE 4
Par contre, si la métrique g € C*T* dans un systéme de coordonnées, dans les
coordonnées normales on peut seulement affirmer qu’elle est C*~2+2,

2.2.2 Coordonnées harmoniques et courbure de Ricci

Le deuxiéme intérét des coordonnées harmoniques développé dans [DTK]
est qu’elles simplifient ’expression de la courbure de Ricci.



DEFINITION 6
Si on note R le tenseur de courbure on définit la courbure de Ricci par :
Ric(z,y) = TR(z — R(z,z,y)). Si (e;) est une base orthonormée

Ric(z,y) = Zg (ei,7,9), ).

Si on travaille localement dans des coordonnées harmoniques (z°) on note
Ricy,, les coordonnées de la courbure de Ricci. Montrons le résultat suivant :

PROPOSITION 9
Localement, dans des coordonnées harmoniques, on a I’équation suivante :
(9) Aglm + 2 Riclm = Blm(g> Vg)

ol B est une forme quadratique en Vg avec des coefficients dépendant conti-
niiment de g.

Preuve :
e Commencons par exprimer Ric, en fonction de la métrique. Par défini-

tion
RiClm Z Rllm

otl les coefficients de la courbure Rgm s’expriment en fonction des sym-

boles de Christoffel (on note 9; pour %)

1
(10) Ff_y = igkl(ﬁigﬂ + @-gil — E)lgij)
par
Rlzm = 811—?771 - alrfm + F;]mrfq - Fq FP
d’ou
. . 1
(11) Ricyy, = ——9 iz k9imt 59" (a?mglk+812kgim_a?mgik)+Blm(g> Vg).

2

avec B une forme quadratique en Vg avec des coefficients dépendant
continiment de g.
e Définissons ['" = ¢"™I'7 d’ou avec (10) :

1
901" = gr0; (QQngrk(algmk + OmGik — OkGim))

1

= §grzg’”’“9lm(8 19mk + Otk — O3 9im) + B(g,Vg)
L

= (8 19mi + 07 imdli — a?iglm) + B(g, Vg)

1
= lma lgmz - 2 lmaZ glm + B(ga Vg)

10



ou B est utilisé comme terme générique contenant a chaque fois tout ce
qui est quadratique. Donc dans 'expression de Ricg,, on peut remplacer :

. 1 .
G*2 g = GuOnI" + §g’k0l2mgik + B(g,Vg)
. 1 .
d’out
: 1 ik 92 1 r r
(12) Ricy,, = —59 aikglm + §(grmalr + gv"lamF ) + B(.ga Vg)
Revenons sur I'expression de I'". On rappelle, pour A, inversible

D, (det)(X) = det Ay TR(A;'X)

dont on tire

Q

(Vg = TTR(Q_I@Q)
1 ‘ 1 . .
——0:(v/gg™*) = -5 TR(g '9:9)9™ — ;g™

V9

1 , .
— _§gml8iglmgzk‘ . azgzk

or en différenciant gg—' = id on obtient 9;(¢g7!) = —g~1(0;9)g~! d’ont

1 . 1 , .

——0i(v/99™) = —=g™0igimg™ + 9" 0igimg™"
V9 Vo 2

1 m 7 m 7

= —59 laiglmgk+g lamgugk

ml ik

1
= g9 (amgli_éaiglm)'

ot on a fait un changement d’indice ¢ < m & la deuxiéme ligne. D’un
autre coté on a :

r* = ¢y,

1 )
= igmlglk(algmz + amgl'L - azglm)

ml ik

1
= g9 (amgli_ﬁaiglm)

donc en conclusion

(13) k= —%@-(\/ggik).

11



e On a pour toute fonction w :

1 .
Au = ——0,;(9"\/g0iu

ij 1 ij
= —g70%u— ﬁaj(g]\/ﬁ)aiu

= —gijﬁfju + T0;u
donc pour un systéme de coordonnées harmoniques (1, ..., )
Az, =0=T"%
et donc,
(14) Agim = Zka ik9lm -

On tire de (12) et de (14) I’équation recherchée :
Agim + 2 Ricy, = Bin(g, Vo).
U

3 Régularité locale a la frontiére du tenseur de
métrique

Soit B une boule de centre 0 dans R", Q@ = BN{z:2" >0}, ¥ = Bn{x:
2" =0} et Q@ = QU . Soit ¢ une métrique sur Q , on notera h sa restriction
a Y. Et enfin on notera H la courbure moyenne de .

Vu que désormais on a un bord on précise la notion de coordonnées harmo-
niques. Sur un voisinage de z € ¥ dans Q, on appellera "coordonnées harmo-
niques frontaliéres" un systéme de coordonnées (u',...,u") vérifiant Au? = 0
et telles que leurs restrictions a Y annulent le laplacien défini a partir de la
métrique h, et telles que u” s’annule sur X, et enfin telles qu’elles réalisent un
diffeomorphisme entre un voisinage de z et Q.

THEOREME 2
On fait les hypotheéses suivantes :

(15) g € CHS(Q) €(0,1)
(16) Ric € L>()
(17) Ric® € L™(%)
(18) H € Lip(%).

Alors, pour z € ¥, il existe des coordonnées harmoniques frontaliéres sur un
voisinage U de z dans €2, dans lesquelles les coefficients de la métrique vérifient

(19) 9jk € CE(U)

12



Preuve :

e En utilisant la proposition 7, en commencant par les construire dans
un voisinage de z dans Y, puis en résolvant des problémes de Dirichlet,
on peut trouver un systéme de coordonnées harmoniques frontaliéres
(u',...,u™) sur un voisinage de z dans Q. De plus par la proposition 8 la
métrique vérifie encore (15) dans ces nouvelles coordonnées.

e De plus dans ces coordonnées harmoniques la métrique vérifie I’équation
9) : Agim + 2 Ricy, = Bim(g, Vg) qu’on écrit

Grace aux hypothéses (15) et (16) on a que Fj,, € L>®(Q) et que les
coefficients du laplacien sont aussi dans C'7¢. Et grace aux hypothéses
concernant X et par des théorémes de régularité elliptique faisant no-
tamment intervenir des espaces bmo (voir [AKKLT]) on a

(21) gik lg=hjp € C3(X),1 < jk<n—1.
A partir de ¢a on montre le lemme suivant :

LEMME 1
Dans les coordonnées harmoniques on a

(22) gk € C2(Q), 1< j.k<n—1.

Preuve du lemme 1 : On commence par étendre Fj,,, par 0 sur B\ 2, puis
en étendant g% en g% € C'*(B) (pour prolonger des fonctions holde-
riennes voir [TRIEB]|) on obtient un A et on peut résoudre Awp, = Fip,.
Par les mémes résultats de régularité elliptique invoqués précédemment
on obtient wy, € C?(B) et donc

(23) Wim |g€ Cf(E)
Avec (21) on a finalement :

A(gjr —wjk) = 0sur )
(gjn —wir) Iv = b € C2(X),1<jk<n—1.

Par les estimations de Schauder (théoréme 1) on a
bir € C"(X) = (gjx —wj) € C"(2),2 <r <2+s.

En fait ceci est encore vrai pour 1 < r < 2. Et donc par interpolation
on a

bir € C2(Z) = (gjr — wyi) € C2(Q).

Ce qui établit le lemme 1o

13



e On s’intéresse maintenant a la matrice inverse (¢'™) qui vérifie de la

méme maniére que dans la proposition 9 :
(24) Ag'™ = B"™(g,Vg) — 2Ric"™ = F'™.

Pour l'exploiter comme dans 1’étape précédente il nous faut des condi-
tions au bord. Le lemme suivant donne donc des conditions de Neumann :

LEMME 2
Soit N le champ de vecteur normal a ¥ pointant vers 'intérieur de €2,
on a sur X :

(25) Ng™ = —2(n—1)Hg™
1
(26) Ng"™ = —(n—1DHg" + ———=g"*0g™ 1 <1 <n—1.

2/

0

Preuve du lemme 2 : Avec 0; = 35—, on a
1

Vul = g (0,u1)9; = ¢,

d’ou
g = (Vi Vu™)
Vu" 1
N = = Vu"
| Vur | /g™
et,
(27) Ng'™ = (VN Vul, Vu™) + (Vu!, VyVu™).

Si (eq, ..., €n_1) est un repére orthonormé de ¥ et X un champ de vecteur

sur {2, on a
n—1

div X [p=> (Ve X, e;) + (VN X, N).

j=1

Du coup si on prend X; = Vu! on a divX; = Au! = 0, d’ott le premier
terme du membre de droite de (27) vaut

(2%) VTS (Ve Xivey)

Si on décompose X; en composantes tangentielle et normale :

In

9

N

X = XN+ X' XN =(X;,N)N = N, X[ =V,

14



ou v' = u' |y est harmonique donc Y (V. Vi',e;) = div Vv! = Avt = 0.
On en tire, en notant A = dN endomorphisme de Weingarten, que (28)
vaut

n—1 in n—1

—WDvej(jﬁN),e» — "> (V. N,e)

Jj=1 Jj=1
n—1

= —g"™) (Aeje))
j=1

= —(n—1)Hg"

ou H=TRA/(n—1). Ce qui dans le cas [ = n montre I'égalité (25).
Pour le cas [ # n il nous reste le deuxiéme terme du membre de droite
de (27). On rappelle que pour une 1-forme « on a

da(X,Y) = (Vxa,Y) — (Vya, X),
appliqué & a = du", X = X;,Y = N on obtient (avec d o d = 0)
(Vu!, VyVu™) = (N, Vx,Vu")

Or
(X1, Vg"™) = Vx,g" = 2(Vx,Vu", Vu").
D’ou
1 1
! ny _ X nn\ _ lka nn
(Vu', VyVu") 2\/9W< Vg™ 5 fgmg g

Ce qui démontre (26) et achéve la preuve du lemme 20
e [xploitons donc ces conditions au bord :

LEMME 3
Dans les coordonnées harmoniques (u', ..., u™) on a ¢"" € C%(Q),1 <1 <
n.

Preuve du lemme 3 : Comme dans le lemme 1 on étend ¢’% en ¢/* ¢
C'5(B) et F'™ par 0. On obtient alors une solution w'™ € C?(B) de
Aw'™ = F'™_ Donc sur  on a

A<gln o wln) = 0.

De plus, par I'égalité (25) et par le fait que N soit C'™* (car les coor-
données u’ sont C?7*, cf proposition 7), on obtient

N(g™ — ™) |s€ CA(E).
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Par un théoréme de régularité un peu plus fort que le théoréme 1 (voir
un résultat auxiliaire de [AKKLT]) et par interpolation on obtient

(g™ —w™) € CH(Q),

ce qui montre le lemme dans le cas [ = n. En sachant cela et avec 1’égalité
(26) du lemme précédent on a

N(g" — ") e CA(Z).

Ce qui donne (g™ —w'™) € C?(Q) pour tout I et achéve la démonstration
du lemme 3 o

I ne reste qu’a passer de g~ A g.

LEMME 4

Dans les coordonnées harmoniques (u', ...,u™) on a g, = gu € C%(Q),
1<l <n.

Preuve du lemme 4 : Notons A;,, le déterminant de la matrice extraite
de (gi;) en otant la ligne [ et la colonne m. On a

e (D7
g det(g) Aj:

Le lemme 1 nous apprend que A, € C%(Q) et le lemme 3 que g™ €
C2(Q), d’ou

Ann
gTL’fL
Et donc, toujours avec le lemme 3

det(g) = € C3(Q).
Aln = Anl = (_1)n+l det(g)g"l S Cf(ﬁ), 1 S [ S n.
On a aussi en faisant apparaitre h,
Ay = (=1)"" Mg, det(h)R' 1 <1 <n—1.

Par le lemme 1 on sait que h est C? et définie positive; on déduit donc
de légalité précédente que (g1, -, Gun_1) € CZ(2). Il reste a obtenir gy,

Or on a
D gmg" =1
J

ce qui avec le lemme 3 et ce qui précéde et g"" > 0 montre que gn, €
C?(Q2). Cela achéve le lemme 4 et donc le théoréme 2.
O
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REMARQUE 5
Les auteurs de I'article [AKKLT| améliorent ensuite le théoréme 2 en affaiblis-
sant les hypothéses. Le théoréme reste donc vrai en remplacant (15) par

g € HY“(Q), pour unp >n
h € H“W(X).

4 Flot géodésique

D’aprés un théoréme d’Osgood qui assure, sous de bonnes hypothéses
(|TAYL, Tomel]), l'existence et 'unicité de la solution d’une équation dif-
férentielle, on a

PROPOSITION 10
Soit U un ouvert de R™. Si le tenseur de métrique g € C%(U), alors le flot
géodésique pour la métrique g est défini localement de maniére unique sur U.

COROLLAIRE 1

Pour le Q précédent, si g € C2(Q), alors une géodésique partant d’un point
2 € ¥ selon une direction v € T, transversal a ¥, pointant vers lintérieur de
2, est définie de maniére unique.

5 Convergence géométrique de variétés a bord

Il faut tout d’abord comprendre la notion de convergence de variétés. C’est
I'objet des deux définitions suivantes qui séparent les cas variétés compactes
et non compactes.

DEFINITION 7

On dira qu’une suite (My, g,) de variétés riemanniennes compactes a bord
converge dans la topologie C",r € (0,00) vers une variété riemannienne com-
pacte (M, g) si g est une métrique C" et si, pour k assez grand, il existe des
diftéomorphismes Fj, : M — My, tels que F} gy, tend vers g dans la topologie
Cr.

Pour des variétés non compactes, on "pointe" :

DEFINITION 8
On dira qu’une suite de variétés riemanniennes pointées (My, gx, pi), avec py €
My, converge vers (M, g, p) dans la topologie C" pointée si pour k assez grand,
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il existe des suites py < o avec p, — 00 et des compacts , C My, > C M
tels que

B(pk,pr) C Q.  C B(pk, o)
B(p7 pk) C Ek C B(p7 Uk:)?

et s’il existe des difféomorphismes Fy, : X, — Qi tels que Fj gy tend vers g
dans la topologie C" sur tout compact de M et F, '(p,) — p.

On définit un rayon d’injectivité frontalier :

DEFINITION 9

On appelle rayon d’injectivité frontalier, iy, la quantité maximale qui vérifie :
il existe un voisinage V. de OM dans M et une fonction f € C?*(V) tels que
flon=0,] V[ |=1,[0,4) C f(V).

Dans ce cas des coordonnées locales (v!, ..., 0" 1) sur un ouvert de 9M peuvent

étre prolongées, a 'intérieur de M en étant constantes sur les courbes intégrales
de Vf et avec v" = f, en un systéme de "coordonnées normales frontaliéres".

Dans la suite on s’intéresse & une famille de variétés riemanniennes a bord :

DEFINITION 10

Si on se donne Ry, 1y, Sy, dy € (0,00), on appelle M(Ry, 19, So,dy) la famille
des variétés riemanniennes (M, g) de dimension n, compactes, connexes, avec
g € C, vérifiant les propriétés suivantes :

|| Ricas || (any< Ro, | Ricans || noeonn)< Ro,
v > to, lam = to, Ly = 2
| H [[Liporny < So
diam(M,g) < dy

Voici le résultat de convergence

THEOREME 3

M(Ry, g, So, dy) est précompacte dans la topologie C" pour tout r < 2 ; ¢’est-a-
dire que toute suite (My, gr) C M(Ry, 9, So,do) a une sous-suite qui converge
dans la topologie C" vers (M, g). De plus, la métrique limite g qui, a priori,
est C" pour tout r < 2 est en fait dans C%(M).

Avant de commencer la preuve du théoréme il faut introduire quelques nou-
velles notions.
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e Pour s =[l+oavecl € ZT et 0 € (0,1), p € (0,00),Q € (1,2), on
appelle N (s, p, @) ensemble des variétés riemanniennes a bord (M, g)
connexes, de dimension n qui vérifient les propriétés suivantes, notées
& : pour p € M, (i) Si dist(p,OM) > p, il existe un voisinage U de p
dans M et une carte ¢ : B(0, p/2) — U tels que dans ces coordonnées
on ait

Q[ P< gyulayrn® < Q% | n
et 5 5
Z sup | 0 gjk|(5;)_ yalaggk(y) | < (Q—1).

18I1=l
(ii) Si dist(p, OM) < p, il existe un voisinage U de p dans M et une carte
¢ : BY(0,4p) — U tels que OM corresponde a {z" = 0} et que les deux
propriétés précédentes aient lieu dans ces coordonnées.
e On notera N(s, p,Q,dy) quand on considérera les variétés de N(s, p, Q)
de diametre inférieur ou égal a dp . On a le résultat suivant (|[PE]) :

THEOREME 4
Si on se donne s, p € (0,00), pour tout s' < s, N(s,p,Q,dy) est compacte
dans N(s',p,Q, dy) pour la topologie C°'.

REMARQUE 6
On a le méme résultat pour la topologie "pointée".

e On a vu que c’était dans les coordonnées harmoniques qu’on avait le plus
d’informations; on va donc introduire la notion de rayon harmonique :
On définit en un point p € M un rayon C%—harmonique, r1,(p, g, Q),
comme étant le plus grand r tel que, pour tout p < r on ait & mais cette
fois dans des coordonnées () harmoniques et en remplacant la deuxiéme
propriété de (i) et donc aussi de (ii) par

- P gin(x) + 0 g (y) — 20°g;n((x 4+ y)/2) |
25w |z —y|

<pPQ—1).
BI=1

Puis, si M est compacte, on pose

rn(M, g, Q) = inf{r,(p,g.Q),p € M}.

Preuve du théoréme 3 :

e Tout d’abord, pour pouvoir appliquer le théoréme 4, on montre que pour
Ry, 10, So,dy € (0,00),Q € (1,2),s € (1,2) donnés, il existe p > 0 tel
que

M(RO, ?;0, So, do) - N(S, P, Q, do)
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On va méme montrer la proposition suivante, plus précise, qui impliquera
ceci :

PROPOSITION 11

Soient Ry, g, Sy, do € (0,00),Q € (1,2) donnés. Alors il existe

ravr = vl Ro, o, So, do, Q) > 0 tel que pour toute (M, g) € M(Ry, g, So, do)
onary(M,g,Q) > ru.

Avant de démontrer cette proposition, achevons la preuve du théoréme
3.

e Sion considére une suite (My, gr) C M(Ry, ig, So, do), on sait par le point

précédent et par le théoréme 4 que quitte a prendre une sous-suite, elle
converge dans la topologie C", pour tout r < 2, vers (M, g). Il reste a
voir que g € C2(M).
On va essayer d’appliquer le théoréme 2. Déja on a que g € C"(M) pour
tout r < 2. Par définition de la convergence il existe des difféeomorphismes
Fy, + M — My tels que Fj g, tend vers g dans la topologie C”. De
plus F Ricy,, = Ricpry, a une norme infinie uniformément bornée.
Donc par le théoréme de Banach-Alaoglu il existe une sous-suite qui
converge faiblement® vers une limite dans L*°. De plus par définition de
la courbure en fonction des symboles de Christoffel on a que Fj Ricyy,
tend vers Ricy; dans D’. Et finalement par unicité de la limite dans D’
on obtient que Ricy, € L®°(M). De la méme fagon on obtient Ricyy, €
L>(M), H € Lip(OM). On est donc dans les hypothéses du théoréme
2 qui permet de conclure que g € C?(M), ce qui termine la preuve du
théoréme 3 modulo la proposition 11 o

Preuve de la proposition 11 :

On raisonne par I'absurde. Supposons qu’il existe une suite (My, gi) de
M(Ry, ig, So,do) avec rp(My, gy, Q) = e qui tend vers 0. On prend alors
gk = €3 Gk et alors, pour tout k, r,(My, gr, Q) = 1. De plus, toujours avec
la métrique g on a pour k — oo

(29) | Rick [|zeo(an)— 0, || Ricons, l|re@ar)— 0, | Hi l|Lip@rn)— 0,
et
(30) i, — 00, lom, — 00, Iy, — OO.

Soit pr € M, tel que

(31) Th(Pk, 9k, @) = 1.

Par le théoréme 4, ot plutot dans le cadre de la remarque qui le suit, on sait
qu’il existe une sous-suite qu’on notera encore (My, gx, pr) qui converge vers
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(M, g,p) dans la topologie pointée C” | et ce pour tout r € (1,2).

Notons i (z) = distg(z, 0My) ou la distance est celle induite par g sur Mj.
Alors, on a deux possibilités : soit ¢ (p) reste bornée soit elle tend vers +o0.
On a le lemme suivant qu’on démontrera plus tard :

LEMME 5

Dans le cadre qui est le notre dans la démonstration de la proposition 11,
on a, si ty(py) tend vers linfini, alors la limite (M, g) est isométrique a R"
muni de sa métrique euclidienne classique et, si ty(py) reste bornée, (M, g) est
isométrique a R’} avec sa métrique euclidienne usuelle.

Etudions les deux cas séparément.

o Sity(pr) — o0o. Grace au lemme 5 et a la définition de la convergence

pointée des variétés riemanniennes, il existe des voisinages Uy, de py dans
M, qu’on peut identifier & B(0,5) = {z € R™, || = ||< 5} avec px, = 0 et
sur lesquels g tend vers la métrique euclidienne pour la norme C" qu’on
notera 9.
Comme le but est d’obtenir une contradiction sur le rayon harmonique,
on cherche des coordonnées harmoniques sur B(0,5). Si (2")1<,<, sont
les coordonnées cartésiennes standards de R”, on est ramené a résoudre
le probléme suivant

Aguy = 0sur B(0,5)
up = " sur 0B(0,5),

ou Ay est le laplacien défini avec la métrique gp. De ce probléme on en
tire un autre :

Ap(up —2¥) = f¢ sur B(0,5)
up —x” = 0sur 0B(0,5),

ot fr = —g. 0,9 gi).

Comme g; tend vers 6 en norme C", alors f} tend vers 0 en norme C"~!
sur B(0,5). Et, on peut donc utiliser le théoréme 1, sur les estimations
de Schauder, pour affirmer que u} — 2 — 0 dans C""!(B(0,5)) quand
k — oo. Donc pour un k assez grand, (uj,...,u}) forment un systéme
de coordonnées harmoniques sur Uy. On note gfj les composantes de g
dans ces coordonnées.

On a alors

(32) H gfj — 5@'j HCT(B(OA))—> O, k' — .
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Mais pour retomber sur la notion de rayon C2-harmonique, il nous fau-
drait une convergence en norme C?. Ce qu’on va obtenir en utilisant
I'équation (9) (cf proposition 9) qui donne ici :

Ai(gs; — 0i5) = F,

ou E]; = Bij(gl’nu Vglm) —2 RICZ

En utilisant I'hypothése (29) et la convergence (32) on obtient || F}% || L (5(0.4))
tend vers 0. Et alors par un résultat de régularité elliptique on obtient

(33) g5 — dij |

Ce qui suffit pour dire que le rayon C?-harmonique r,(py, g, Q) est > 3
pour k assez grand, ce qui contredit (31).

c2(B(03)— 0, k — 0.

e Dans le second cas, t(py) reste bornée et la variété limite est R’}. Sans
détailler, la démarche est la suivante. Comme dans le premier cas on
commence par construire des coordonnées harmoniques, cette fois sur
une demi-boule, en commencant par en construire sur le bord. Puis, on
obtient une convergence C? des composantes de la métrique dans ces
coordonnées, excepté pour les composantes faisant intervenir la coor-
donnée orthogonale au bord. Pour cette derniére on utilise les mémes
méthodes que dans la démonstration du théoréme 2 (cf lemmes 2 et 4),
ie passage par ¢! et équations du type Neumann au bord. On obtient
alors un rayon harmonique strictement plus grand que 1 ce qui constitue
la contradiction cherchée et achéve la démonstration de la proposition
11 modulo le lemme 5 o

Démontrons le lemme 5 :
On rappelle que les hypothéses sont (30) et (30) et qu’il s’agit de montrer que
la limite (M, g) est isométrique soit a R", soit a R .

e Premier cas : ty(pr) — oo. Dans ce cas '’hypothése (29) implique que
Ricy, = 0 presque partout. Et alors, 'équation (9) permet de dire que
g € C* dans des coordonnées harmoniques locales. Par définition de
la convergence on a que M est compléte et que donc toute géodésique
unitaire y(¢) d’origine p est définie sur M pour tout ¢ € R.

Montrons que pour tout 7" € (0, 00), v minimise les chemins de y(—7") a
~(T). Par hypothéses, il existe kg tel que pour tout k > kq il existe des
ouverts de M}, diffecomorphes a B(p, 61") dans M, tels que p, — p, gr — ¢
dans C"(B(p,6T)), et enfin pour tout x € B(p,27T),i(z, gr) > 3T.
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Sur M, il existe ¢g > 0 tel que i(p,g) > ¢o. Posons v(¢p) = ¢. Sur
(Mg, gx) on a des géodésiques unitaires v, définies pour ¢t € [—2T, 27T,
telles que, via les difféeomorphismes, 74 (0) = p, vr(cx) = ¢, avec ¢, — .
Par le théoreme d’Ascoli, il existe une sous-suite qui converge unifor-
mément sur [—27,27], on notera : 7, — o. Alors o est une géodé-
sique de (M, g) qui vérifie 0(0) = p,o(cy) = g et donc 0 = ~. De
plus comme, pour tout x € B(p,2T)i(x, gr) > 3T, on a, pour k > kg,
disty (y6(=T1"), (7)) = 2T, et donc a la limite dist(y(—1"),v(T")) = 27",

Pour conclure, on utilise le théoréme de Cheeger-Gromoll ([PE]) :

THEOREME 5

Soit (N,h) une variété riemannienne compléte de dimension > 2 qui
satisfait Ric > 0 et qui contient une géodésique définie sur R en entier
(on dira une ligne), minimisant la distance entre deux quelconques de
ses points. Alors (N, h) est isométrique ¢ N1 x R¥ o N1 ne contient
pas de ligne et R* est donné avec sa métrique euclidienne standard.

Ici N1 est nul d’ou le résultat dans le premier cas.

Deuxiéme cas : t(pr) < K < 00. Soit ¢ € OMj, le point le plus proche
de py sur OMy. Par hypothése (26), pour k assez grand g est défini
de maniére unique. On a aussi (OMy, gk, gx) qui converge en topologie
C" vers (OM, g,q), et dist(p, q) = lim ¢ (px). Les hypothéses permettent
d’obtenir :

RiCM = 0, RiCaM = 0, H |8M: 0

Dont on tire notamment que g est C*° dans des coordonnées locales har-
moniques.

On va maintenant établir deux équations :

LEMME 6
En notant cette fois Hy la trace de 'endomorphisme de Weingarten Ay
de la surface S = {t;, = c}, on a

Aktk = Hk sur S
OH, = —TRA]—Ricy(0,,0;) dans des coordonnées normales (z,t;),z € OM.

Démonstration du lemme 6 (voir [PE|) : Par définition du laplacien

Aty = — TR(V*t) = Z V2 etk = Ve, v th
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avec (e;) un repére orthonormé normal de S. Or

vgi,eitk = gk(v2tk<ei>7 6i) = gk(vei(Vtk)7 ei)

On a aussi
Ve(ge(Vig, €) = gu(Ve,(Vik), €:) + ge(Vig, Vee;).
Or comme ¢; € T'S et que Vi, LS, on a gx(Vitg,e;) = 0 dont on tire :
V2 te=—gu(Vte, Vee).
De plus, pour tout champ de vecteur Y, on a

9 (Vor, v te, Y) = ge(V26(Vie),Y)
== gk(Vtk, V2tk(Y))
= gk(Vtk, Vy(Vtk))

1
= §Dng(Vtka Vi)

1
= -Dyl
2Y

= 0.
Donc V3, vy, tk = 0.

D’un autre coté,
Hy =Y IIs(e;e),
et par définition de la seconde forme fondamentale d’une sous-variété,

IIs(e;,€:) = gr(—=Vitg, Ve,e;).

D’ou la premiére égalité du lemme 6.

Pour la seconde égalité, en notant N = Vi, on montre d’abord,
(34) VA, + A2 = R(N,.)N
Pour tout champ de vecteur Y, on peut écrire :

(VNA)(Y) +AL(Y) = VN(AY)) — A(VNY) + Ae(Ak(Y))
VN(VyN) —=VyuwN+ Vg, nN

— VaVyN - Vi N

— R(N,Y)N + VyVyN
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Et comme on vient de le voir VyN = 0, ce qui donne 'équation (34). Il
reste ensuite a prendre la trace pour obtenir la deuxiéme égalité cherchée.

Revenons a la démonstration du deuxiéme cas du lemme 5. Par hypo-
these, il existe e, — 0 tel que

| Rick(0s, 0 [z < x: | Hr(0) [< e

On en déduit, grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz (qui donne (TR A)? <
(n—1)TR(4%) ),

1
(35) O Hy, < — 1H,§ + .

Si on note py la solution du probléme de Cauchy suivant

1

@,uk = _’]’L— 1,“% + e,

:uk(o) = &k

on a alors, car Hy est une sous-solution du probléme précédent : pour
tout 0 S t S ib,My

En étudiant py on obtient une majoration de Hy, :

(36) Hi(t, z) < max(+/(n — 1)eg, er).

On cherche maintenant une minoration de Hj. Soit § > 0 et supposons
qu'il existe ty < 22 et z € OM pour lesquels Hy(to,2) < —3 ().
Prenons k assez grand afin d’avoir 62 > 2(n — 1)ey ; alors par (30) Hy(t)
a une dérivée négative et donc Hy(t, z) < —d pour tout t € [to, ipar, ). Et
donc, toujours grace a 'inégalité (35) on a

1
H, < ——H2 t>t,.
(37) O Hy < din—1) = 0

Puis en intégrant (37) en sachant que Hy(to) < —d on obtient

2(n—1)

) < Gy sm =1

Mais ceci implique I’explosion de Hj, dans l'intervalle [to, to + 2(n — 1) /0]
qui est inclus dans [0, 7, ) quand § > 4(n — 1) /iy, ce qui contredit
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la majoration obtenue précédemment (cf (36)). Donc 'hypothése faite
précédemment (M) est fausse.

Finalement il existe donc d — 0 tel que
(38) | Hi(t) |< 0k, pour tout 0 <t < Zb%

Ensuite, en notant t(x) = dist(z,0M), on a, en utilisant que g — g
dans C", t,, — t dans C°. Aprés, en utilisant la premiére équation du
lemme 6 et (38), ainsi que des résultats d’analyse donnés en annexe de
I'article |AKKLT|, on arrive a obtenir que H, — H dans un certain
LP, =5 <p < oo. D'ou

H(t,z) =0,Vt > 0.
De plus, comme dans le lemme 6, on a

O.H + TR A? = — Ricy (0, 0;) = 0,

dont on tire que TR A? = 0 et que donc A est nul.
De plus
0v9ij = 2Augi; = 0.

Donc
gi;i(t, z) = ¢;(0,2),Vz € OM.

Donc M est isométrique & [0,00) x OM. Or par le premier cas on sait
que OM est isométrique a R"!, et donc M est bien isométrique a R?.

Ce qui achéve la démonstration du lemme 5 o
Ce qui achéve la démonstration de la proposition 11 o

Ce qui achéve la démonstration du théoréme 3

6 Probléme inverse de Gelfand

Fixons des notations. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, connexe,
a bord non vide, avec g € C2. Soit AV le laplacien de Neumann. On note
0=\ <Ay < A3 < ... les valeurs propres de —AN et ¢y = Vol(M)~1/2, ¢y, ...
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les fonctions propres orthonormalisées correspondantes.

Le probléme inverse de Gelfand consiste a reconstruire (M, g) a partir de ses
données spectrales au bord, i.e, I'ensemble {OM, { A, dx o} }-

Enoncons le résultat principal de cette partie :
THEOREME 6
Soit (M,g) une variété riemannienne compacte, connexe, & bord non vide,

avec g € C2. Alors les données spectrales au bord, {OM,{\¢, dx lom}i2},
déterminent la variété M et sa métrique g de maniére unique.

Démontrons donc le théoréme.

6.1 Unicité de M & homéomorphisme prés
Posons quelques notations. Soit I' un ouvert de M et t > 0. On pose
M, t)={re M :d(z,I') <t}
Et si ' = {I'1,...,[';,} est un ensemble fini d’ouverts du type précédent, et

tt = (tf,...,t5), t7 = (t],...,t,) deux vecteurs & coordonnées positives, on
note "
M(L,t*,¢7) = (Y(M (D3 t7) \ M(Ly,87)) € M.
i=1

On définit ensuite la transformation de Fourier F' des fonctions de L?*(M) par
Flu) = {u}i2y € 1 u(r) = upp(@), we = (u, dp)r2an).
k=1
Puis on note L*(M(L,t*,¢7)) les fonctions de L?*(M) qui sont & support, dans
M(L,t*,¢7), et enfin
L(L,t5t7) = FL*(M(L,t",t7)) C I*.
On considére I’équation des ondes suivante :

(0} — A)uf(z,t) = 0sur M x Rt
ul |—g = 0
o' g = 0
Nul |ppxrs = f€CHT x(0,7))

avec N le champ de vecteur normal extérieur a oM.

Un théoréme de Tataru, donné dans [KKL]|, implique le résultat suivant,
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PROPOSITION 12
Pour tout T > 0, 'ensemble {u/(T), f € L*(T' x (0,T))} est un sous-espace
dense de L*(M(T',T)).

Ensuite, on obtient les coefficients de Fourier u (t) d’une onde u/(.,t) en fonc-
tion des données spectrales au bord grace a la formule suivante de Blagovest-
chenskii :

(39) / . fla SmV;(_k )gzﬁk(x)ngdt’,

qui résulte de ce qui suit :

Partons du second membre de (39), il vaut

/ oM fla Sm \/;(_Z =

Puis avec la formule de Green on a
Nu! (2, ) pn(z)dS, = / (020! (2, ) or(x) — uf (z, ) Agy(x)]dV (z)
M
= [ 0BTt v o ()Y (0
M

sin VA (t —t')
VK

t
o1 ()dS,dt = / Nu? (z,t')
0 JoM

oM

et en intégrant deux fois par parties on a

t o oy t /N
/ sin v/ (¢ — ¢ )8fuf(:1:, tdt' = ! (,t) _/ ul (a, )/ A sin v/ A (¢ —t)dt'.
0 VA 0

D’ou aprés simplifications,

sm\/_( t) " r_ e . o) = o
/ 8Mf i Gr(x)dS,dt /M (z, ) p(x)dV (x) = ul(t).

On peut donc en tirer la conclusion suivante,

PROPOSITION 13
Pour tout I',t",t~ avec m arbitraire, les données spectrales au bord déter-
minent entiérement L(T,t% t7).

On en déduit, en particulier, que les données spectrales au bord déterminent
si M(L,t",¢7) contient une boule ouverte, car alors L(L,t",t7) # 0.
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On s’intéresse ensuite a 'image de 'application suivante :

R:M — C(OM)

r — rp,=d(z,.).

Soit h € C(OM); on cherche & savoir si h réalise la distance a un point
x € M. Pour ce, on prend, pour j = 1,...,m,2; € OM ainsi que leurs voi-
sinages I'q,...,I',,, et que des réels t;-t = h(z;) £ % L’existence de x tel que
h = d(x,.) est équivalente & : pour tout m L(L,t",t7) # 0.

Donc les données spectrales au bord déterminent I'image de R.

De plus R est Lipschitzienne donc continue.

Et R est injective. En effet, si r, = r,, soit z € M un point de minimum
pour les deux fonctions (OM est compacte). Alors x et y sont sur la géodésique
(cf corollaire 1 de la proposition 10) partant de z, normalement a M, & une
distance 7,(z) = r,(2). Donc = = y.

Et comme M est compacte, R est un homéomorphisme sur son image.

On a montré le résultat suivant :

PROPOSITION 14
Soient (M, g1), (Ma, g2) vérifiant les hypothéses du théoréme 6 et ayant les
mémes données spectrales au bord. Alors elles sont homéomorphes.

En effet, on peut construire comme R, R; et Ry qui auront méme image
déterminée par les données spectrales communes. Et M; et M, sont alors
toutes les deux homéomorphes a cette image et donc homéomorphes entre
elles o

6.2 Unicité de la métrique

Il s’agit de montrer I'unicité de la structure de variété différentielle, ainsi
que 'unicité de la métrique riemannienne des variétés vérifiant les hypothéses
du théoréme 6, une fois les données spectrales au bord fixées.

Si on appelle P(L,¢7,t7) la projection de [* sur L(L,¢",t”) dont on sait
par la proposition 13 qu’elle est déterminée par les données spectrales au bord,
et (e;) la base canonique de [?. On a alors

(10 P e = [ a@a@d )

M(L,t+,t™)

29



et donc

(41) (P(£7£+,1_57)€1,€1) = /M(Ft+ . ‘ ¢1($) ‘2 dV(l‘) — VOI(%(E%}E—;E—))

Ensuite, si on prend une suite (I, t;, ¢, ), avec la dimension des vecteurs t,f
qui tend vers oo quand k — oo, et telle que M (T, ¢/, ¢, ) tende vers {z}, on
obtient grace aux formules (40) et (41)

(12) — 4(a).

Et comme connaitre ¢; sur le bord revient a la connaitre partout vu qu’elle
est constante, on peut dire qu’a partir des données spectrales au bord, on peut
trouver la valeur des fonctions propres ¢ (z) en tout point x de M.

lim ¢y (P(Ly £ 1, Jer, ;) (P(Ly £ 5 Jen,en) ™ = lim (Vol(M(L)) ™ /M(F )¢j($')dv($’)

On appelle ® 'espace vectoriel engendré par les ¢y.

LEMME 7

Sous les hypothéses du théoréme 6, ® est dense dans {u € H*?(M), Nu |opy=
0} pour tout s € [0,3),p € (1,00). De plus, pour x € M™* il existe n indices
k(1),...,k(n) (qui dépendent de x) et un voisinage U de x tel que ¢pn), ..., Pr(n)
forment un systéme de coordonnées C? sur U.

preuve : En admettant le premier point (voir [AKKLT]), démontrons le second.
Déja, grace au premier point on a que (V) CZ2(M™) est inclus dans la cloture
de ® dans C*(M). En effet C2(M™) C {u € H**(M), Nu |pps= 0} pour tout
s €[0,3),p € (1,00); et donc par le premier point, pour f € C3(M™) il existe
une suite u, de ® qui tend vers f en norme H*P. Et par injection de Sobolev
(proposition 2), il existe s et p dans [0,3) x (1,00) tels que H*? C C? donc la
convergence a lieu dans C?.

Ensuite, soit x € M™ et (z',...,2") un systéme de coordonnées locales prés
de x. On considére ’application

T7,:® — R"
u — (Owu(z), ..., Oyu(x)).

Il vient de l'inclusion précédente (O) que T,(P) = R” et que donc il existe
des indices k(1),...,k(n) tels que Vya)(z), ..., Vorm)(z) soient linéairement
indépendants. Ce qui prouve le second point car les ¢y, qui vérifient AN¢, =
A\e¢r sont dans C3(M™) car la métrique est C? et qu’on peut utiliser un
résultat de type estimations de Schauder. o
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PROPOSITION 15

Soient (M, g1), (Ma, g2) vérifiant les hypothéses du théoréme 6 et ayant les
mémes données spectrales au bord. Alors I’homéomorphisme © de My sur Mo,
dont P'existence découle de la proposition 14, est un C?*-difféomorphisme de
M™ sur M3™ et il vérifie m* gy = g;.

preuve : -
e Sion note (¢) les fonctions propres sur M; et (¢y) celles sur My, avec
(42) on a

O(r) = or(m(z)).
Soit p € Mj™, d’aprés le lemme 7, il existe des indices k(1), ..., k(n)
tels que @1, ..., Pr(n) forment un systéme local de coordonnées sur un
voisinage de p = m(p). Et donc pour z assez proche de p

= (Br(1) (2); -oos By () = (Gr1) (T(2)) -oe; Brn) (7(2))) — ()

est une application C? comme composée de deux applications C2. Fina-
lement 7 est C? sur Mf”t et en échangeant le role de M; et de M, on
obtient que 7! est aussi C2.

e Le deuxiéme point revient & démontrer I'unicité de la métrique sur M;.
Pour simplifier les notations on note M = M et (z!,...,2") un systéme
de coordonnées C2 sur un ouvert U C M™ comme obtenu dans le lemme
7. Pour tout k on a alors
(43)

—g"(2)0:0;0n(x) — V' Osn(x) = Mnow(x), avec b’ = g~1/20;(g"/?¢").

Or les ¢, ainsi que leurs dérivées sont connues, tout comme les \;; on
peut donc considérer (43) comme un systéme d’équations d’inconnues
g7 (x) = ¢’*(x),b'(x). De la méme facon que dans la démonstration du
lemme 7 on peut regarder

S:t P — Rn—i—n(n—i—l)/?

u — (Ou(x),0;0u(z);1 <i<j<n),

et déduire grace a U'inclusion () qu’elle est surjective. Et donc (43) est
un systéme qui admet une unique solution. o

Ce qui achéve la démonstration du théoréme 6

REMARQUE 7
Dans larticle [AKKLT], les auteurs montrent que m peut étre prolongé en un
C?-difféomorphisme de M, sur Ms.
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7 Stabilité du probléme inverse

Introduisons des notations. On pose My (C?) I'ensemble des variétés rie-
manniennes M compactes, connexes, a bord non vide X et de métrique dans
C%(M). Et on note By l'ensemble des suites {u;j, ;7 > 1} avec u; € RT
croissante, tendant vers +oo et 1; € L*(X), le tout modulo la relation d’équi-

valence suivante : {p;,¥;} ~ {u;,9;} si quand gy, = ... = pu, on a

k1
Vi) = aptn(x), J= ko, ... k1,

k=ko

ol (i) est une matrice unitaire [ x [ avec { = k; — ko + 1.

On s’intéresse a 'application suivante :

DM)((C3> — BX
(Mug) - {)‘j’¢j ‘X}?ih

qui a une variété riemannienne a bord associe ses données spectrales au bord.
Avec le théoréme 6, on sait que D est injective.

Sur Mx(C?) on peut mettre la topologie de la convergence C" pour r € (1, 2).
Sur Bx on peut mettre la topologie suivante :

On dira que {4, ¥y} — {pu;,%;} quand v — oo, si pf — p; pour tout j
et si pour py de multiplicité [ (pr—1 < pig = ... = -1 < fryy) il existe des
matrices unitaires de taille [ x [, (a%)k§i7j§k+l_1 telles que

k+1—-1
> alt — 1) dans L*(X).
j=k

En utilisant ces topologies on peut montrer que D est continue.

Mais a priori D n’est pas un homéomorphisme ; c’est typiquement ce qui arrive
quand on est confronté a un probléme mal posé. L’idée est alors de restreindre
le domaine de D a un compact. C’est le théoréme 3 qui nous donne ce compact :
il suffit de prendre M x (R, ig, So, do) (ou le X est 1a pour rappeler que c¢’est le
bord de M) qui est bien compact pour la topologie C",r € (1,2). On obtient
que D est un homéomorphisme de Mx (R, ig, So, dp) sur son image. o
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