
Chapitre 17 : Introduction à l'algèbre linéaire : Exercices

Exercice 1.

Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels :

1) {(x, y) ∈ R2
+ ; x = y} 2) {(x, y) ∈ R2 ; 2x−5y−1 = 0} 3) {(x, 2x, 3x) ∈ R3 ; x ∈ R}

4) {(x, y) ∈ R2 ; x2+y2 = 1} 5) {P ∈ K[X] ; deg(P ) ≥ 2} 6) {f ∈ C1(R,R) ; f(0)+f(1) = f ′(0)}

Exercice 2.

Soient E un K-espace vectoriel et F,G,H des sous-ev de E.

1. Montrer : (F ∩G) + (F ∩H) ⊂ F ∩ (G+H).

2. Montrer : (G ⊂ F ou H ⊂ F ) =⇒ (F ∩G) + (F ∩H) = F ∩ (G+H).

3. Montrer qu'en général il n'y a pas égalité dans l'inclusion du 1.

Exercice 3.

1. (a) Soient n ∈ N, et x0, x1, . . . , xn, n+1 éléments de K deux à deux distincts. Montrer que,
pour tout i ∈ J0, nK il existe un unique polynôme Li ∈ K[X] tel que : degLi = n

∀j ∈ J0, nK, j 6= i =⇒ Li(xj) = 0
Li(xi) = 1

Les polynômes (Li)i∈J0,nK sont appelés les polynômes d'interpolation de Lagrange

aux points x0, x1, . . . , xn.

(b) En déduire que, pour tout (b0, . . . , bn) ∈ Kn+1, il existe un unique polynôme P ∈ K[X]
tel que : {

degP ≤ n
∀i ∈ J0, nK, P (xi) = bi

2. On �xe désormais n ∈ N et (a0, . . . , an) ∈ Rn+1 deux à deux distincts. Soient E = RR,
F = {f ∈ RR ; ∀i ∈ J0, nK f(ai) = 0} et G est l'ensemble des fonctions polynômiales de R
dans R de degré inférieur ou égal à n. Montrer que F et G sont deux sous-ev de E et qu'ils
sont supplémentaires dans E.

Exercice 4. Soient F = {f ∈ C1(R,R) ; f(0) = f ′(0) = 0} et G = {x → ax + b, (a, b) ∈ R2}.
Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de C1(R,R).

Exercice 5.

Soit f : R3 → R3 dé�nie par f(x, y, z) = (2x + z, 2y − 3z, x + 3y − 4z). Montrer que f est
linéaire et déterminer son noyau et son image.

Exercice 6.

Soient E,F deux K-ev et f ∈ L(E,F ). Pour tout V sous-ev de E et W sous-ev de F , montrer
que :

1) f−1
(
f(V )

)
= V + Ker (f).

2) f
(
f−1(W )

)
= W ∩ Im(f).

Exercice 7.

Soit f : R[X] → R[X] qui à un polynôme P associe P − XP ′. Montrer que f est linéaire et
déterminer son noyau et son image.
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Exercice 8.

Soit g : Kn[X]→ Kn[X] qui à un polynôme P associe P − P ′. Montrer que g est un automor-
phisme de Kn[X] et exprimer sa bijection réciproque.

Exercice 9.

Soient E = C∞(R,R) et ϕ : E → E qui à une fonction f associe sa dérivée f ′ et en�n ψ : E → E
dé�nie par :

∀f ∈ E,∀x ∈ R,
(
ψ(f)

)
(x) =

∫ x

0

f(t)dt.

1. Véri�er que ϕ et ψ sont linéaires.

2. Exprimer ψ ◦ ϕ et ϕ ◦ ψ.
3. Etudier l'injectivité, la sujectivité et la bijectivité de ψ et ϕ.

Exercice 10.

Soient E,F deux K-ev et g ∈ L(E,F ) et :

ϕ : E × F −→ E × F
(x, y) −→ (x+ g(y), y)

Montrer que ϕ est un automorphisme de E × F .

Exercice 11.

Soit E un K-ev et (f, g) ∈ L(E)2 tels que f ◦ g = g ◦ f . Montrer que Ker (f) et Im(f) sont
stables par g.

Exercice 12.

Soient E un K-ev et p, q deux projecteurs de E tels que p ◦ q = q ◦ p et Ker (p) = Ker (q).
Montrer que p = q.

Exercice 13.

Soient E un K-ev et p, q deux projecteurs de E. Montrer que p + q est un projecteur si et
seulement si p ◦ q = q ◦ p = 0.

Exercice 14.

Soit u : R3 → R3 dé�nie par u(x, y, z) = (x + 2y, 4x − y,−2x + 2y + 3z). Montrer que u est
linéaire et que 1

3u est une symétrie de R3 et déterminer les espaces H et H ′ tels que 1
3u soit la

symétrie par rapport à H et parallèlement à H ′. En déduire que u est un automorphisme de R3 et
déterminer sa réciproque.

2


