Chapitre 14 : Continuité et dérivabilité : Exercices

Exercice 1.
Etudier, en tout point de R, la continuité de 'application
f: R - R

cosx sizeQ
x H . .
sinz siz e R\Q

Exercice 2.

Trouver toutes les applications f : R — R continues en 0 qui vérifient

Ve e R, f(3z) = f(z).

Exercice 3.

Trouver un exemple d’application f: R — R telle que f soit discontinue en tout point de R
et f o f est continue sur R.

Exercice 4.

Soient f,g : [0,1] — R continues telles que f(0) = g(1) = 0 et f(1) = g(0) = 1. Montrer :
VA e Ry, 3z €0,1], f(z) = Ag(x).

Exercice 5.

Soient I un intervalle de R et f,g: I — R continues telles que :

Vo € I, (f(2))* = (9(2))* #0.

Montrer que f =g ou f = —g.

Exercice 6.

1. Soit ¢ : R — R srtictement décroissante. Montrer qu’il n’existe pas d’application f : R — R
continue sur R telles que f o f = .

2. Existe-t-il une application f : R — R continue sur R telle que : Vx € R, fo f(x)+ = 07

Exercice 7.

Soit f : R — R continue sur R telle que

lim f(z) =400, et lim f(z)= +oc.

T——00 Tr—-+00

Montrer que f admet un minimum sur R.

Exercice 8.

1. Soit ¢ : R — R la fonction qui & t associe t3 si t < 0 et 0 sinon. Montrer que ¢ est C2 sur
R.



2. Soient (f,g) € (C}(R,R))? et h : R — R définie par

vz € R, h(z) = { f(@) st g(a) 20

Montrer que h est C? sur R.

Exercice 9.

Soient I un intervalle de R, (n,k,£) € N3 telsque0 < £ < ket 0 </ < netenfin f € D*(I,R).
On suppose que f admet au moins k zéros dans I. Montrer que f() admet au moins (k — ¢)
zéros dans 1.

Exercice 10.

Soient f,g : [a,b] — R continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[. Montrer qu’il existe ¢ €]a, b[
tel que

Exercice 11.

Soit f :]0,4+o00[— R dérivable sur ]0,+oo| et telle que f’ admette une limite finie £ en 4oc.
Montrer que
lim 7]"(:1:)

r—+o0o I

=/.

Exercice 12.

Soit f : Ry — R, bornée et deux fois dérivable sur R, telle que f” soit positive ou nulle sur
R.. Montrer que f est décroissante sur R...

Exercice 13.
On considére f : R — R définie par f(x) = 22 + sin .
1. Dresser les tableaux de variations de f et f’ sur [0, +oo.
2. Déterminer I'image de [0, +oo[ par f. On note J cette image.
3. Montrer que f admet une fonction réciproque f~!. Montrer que f~! est dérivable sur .J.
4. Calculer f=1(n?) et (f~1)'(7?).

Exercice 14.

: . . eun
Soit ug € R. On définit une suite (uy)pen par : Vn € N, up4q1 = P
e n

1. Montrer que : Vn € N*| u, € [0, 1].

2. Montrer qu’il existe un unique o € R tel que = a et qu'on a a €]0, 1].

e
e*+1
1
3. Montrer que : Vn € N, |up41 — o] < Z|u" —al
1 n
4. En déduire que : Vn € N*| |u, —a| < <4> lup — af

5. En déduire que (up)nen converge et déterminer sa limite.

Exercice 15.

Déterminer, pour tout n € N, la dérivée n®™® de la fonction f : R — R qui a z associe
(23 + 22 +1)e "



