Chapitre 0 : POUR BIEN DEMARRER I’ANNEE

Ce chapitre est un peu particulier ; nous allons y revoir et voir des notions élémentaires qui
seront utilisées toute ’année.

1 Un peu de logique

Le but ici n’est pas de faire de la logique théorique mais juste de savoir ce que vous écrivez
quand vous menez un raisonnement.

1.1 Implication —

La proposition « p => ¢ » se lit « p implique ¢ ». Elle est toujours vraie quand p est fausse,
et elle est aussi vraie, quand p est vraie et q est vraie. Elle est fausse seulement quand p est vraie
et g est fausse.
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Pour démontrer qu’on a bien 'implication « p = ¢ », on suppose d’abord que p est vraie.
Avec cette hypotheése il faut démontrer d’une facon ou d’une autre que g est vraie.
Pour démontrer que 'implication « p = ¢ » n’a pas lieu on suppose que p est vraie et il faut
démontrer que g est fausse (autrement dit les propositions « non(p = ¢) » et « p et (non q) »
sont équivalentes).

Contraposition : les propositions « p = ¢ » et « (non ¢) = (non p) » sont équivalentes
c’est-a-dire qu’elles sont vraies ou fausses en méme temps. La proposition « (non ¢) = (non p) »
est appelée la contraposée de I'implication « p = ¢ » .
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Exemple : ces deux phrases sont équivalentes :
« S’il pleut, alors il y a des nuages. »(p = q)
« S’il n’y a pas de nuages, alors il ne pleut pas. » ((non q) = (non p))

Exercice 0.1 :
Que pensez-vous de la validité des propositions suivantes :



— Si 0 =0, alors je suis votre professeur de mathématiques.
— Si 0 # 0, alors votre professeur de mathématiques est le pape.
— Si Atchoum est le président de la République, alors il est le chef des armées.
Exercice 0.2 :
Traduisez en terme d’implication les deux phrases suivantes :
— Pour avoir p, il est nécessaire d’avoir q.
— Pour avoir p, il est suffisant d’avoir ¢.
Exercice 0.3 :
On donne deux théorémes :
T1:Si AB% + BC? = AC?, alors le triangle (ABC) est rectangle en B.
T2 : Si (ABC) est rectangle en B, alors AB? + BC? = AC?.
Lequel de ces deux théorémes utilisez vous quand on vous demande si le triangle (ABC') est
rectangle en B dans chacun des cas suivants :
1) AB=3,BC =4, AC =5.
2) AB=4, BC =5, AC =6.

1.2 Equivalence <—

La proposition « p <= ¢ » se lit « p si et seulement si ¢ » ou encore « p et ¢ sont équiva-
lentes ». Elle est vraie si p et ¢ sont toutes les deux vraies ou toutes les deux fausses et elle est
fausse sinon.
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La proposition « p <= ¢ » est équivalente a « p = q et ¢ = p ». La proposition « g = p »
est appelée la réciproque de 'implication « p => ¢ ».

Pour montrer que I’équivalence « p <= ¢ » est vraie on peut utiliser trois méthodes :
1) soit on va de p & ¢ en utilisant un raisonnement dont chaque étape est une équivalence :

PPl <P ... Pp —4(Q,

2) soit on montre I'implication « p = ¢ » puis sa réciproque « ¢ = p »,
3) soit on montre I'implication « p = ¢ » puis la contraposée de sa réciproque
«non p = non q ».

Exercice 0.4 :

Soit f la fonction définie par

f: R\{-4} - R
zc—1 >
z+

déterminer les intervalles ou elle est croissante. On utilisera dans la rédaction de la solution des
équivalences avec rigueur!
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2 Quantificateurs

2.1 Définition

Soit E un ensemble et P(x) une propriété qui dépend de z, par exemple E peut étre un
ensemble de nombres réels et P(x) peut étre « x > 7 ». On définit alors le quantificateur universel
«V » et le quantificateur ezistentiel « 3 » de la fagon suivante :



— La proposition « tous les éléments de F vérifient la propriété P » s’écrit :
Vx € E, P(x)

et se lit : « pour tout élément = de E (ou quelque soit I'élément x de E), x vérifie P ».
— La proposition « l'un (au moins) des éléments de E vérifie P » s’écrit :

dzeE; Px)

et se lit : « il existe un élément x de F tel que x vérifie P ».

Exemple : on a

Vo €[4, 400, x > 7 etaussi Jy € {—2,3,12} ; y > 7.

Remarques IMPORTANTES :

— On ne mélange pas ces symboles et des phrases en bon francais. Soit on écrit une phrase en
francais avec que du francais, soit on écrit une phrase mathématique avec que des symboles
mathématiques !

— Pour démontrer un résultat du type : Vo € E, P(z), on commence par prendre un x
quelconque dans F en disant « Soit  dans E ». Ce z est donc fixé une fois pour toutes.
Ensuite il faut montrer que ce x vérifie bien la propriété P et c’est fini (en effet le fait de
prendre un z quelconque fait que le raisonnement est valable « pour tous les x de E » ).

— Pour démontrer un résultat du type : 3z € E; P(x), il faut exhiber explicitement un x de
FE qui vérifie bien P.

Exercice 0.5 :
Montrer le résultat suivant :

Vee R Vye R, dzeR; z>x+y.

Exercice 0.6 :

Soit une fonction f: F — R, traduiser avec des quantificateurs les résultats suivant :
1) La fonction f est la fonction nulle.
2) La fonction f s’annule.
3) La fonction f n’est pas nulle.

Exercice 0.7 :
Soit une fonction f : R — R traduiser avec des quantificateurs le fait que f soit croissante sur
R, strictement décroissante sur R.

2.2 Négation de quantificateurs

La négation de la proposition : « Va € E, P(z) » est la proposition : « 3z € E ;non P(z) ».

Exemple : la négation de : «Vz € [—4,4],2 > m» est : « Jx € [-4,4] ; © < 7w ». (Bien sar
une seule des deux propositions est vraie!)

La négation de la proposition : « 3x € E ; P(x) » est la proposition : « Vo € E,non P(x) ».

Exemple : la négation de « il existe un éléve de cette classe qui est gaucher » est « tous les
éleves de cette classe sont droitiers » (on a supposé qu'’il n’y a pas d’éléve ambidextre dans cette
classe!).



Exercice 0.8 :
Quelle est la négation des propositions suivantes :

vz € [0, g[, cos(z) > 0. (1)

Vr €] — %’ g[, tan(xz) > —100. (2)

Toute fonction continue est dérivable. (3)
Ve € R, Iy >z ; y? > 22 (4)
V€>0,3n>0;Vaze}R,<]a:]<n:>]x2+sin(a:)]<€) (5)

Essayer de donner une signification en frangais de la proposition (5) et de sa négation.

Exercice 0.9 :
Soit une fonction f : R — R, traduire avec des quantificateurs le fait que f ne soit pas croissante
sur R, pas strictement décroissante sur R.

Exercice 0.10 :

1) Donner la définition d’une application paire, d’une application impaire, d’une application
non paire, d’'une application non impaire.

2) Toute application est-elle soit paire, soit impaire 7

3) Quelles sont les applications de R vers R qui sont a la fois paires et impaires ?

4) Démontrer que toute application de R vers R peut s’écrire de maniére unique comme la
somie d’une application paire et d’une application impaire. Peut-on généraliser ce résultat
aux applications de R vers C? Appliquer ce résultat au cas de 'application de R vers C,

T — e,

2.3 Permutation de V et 3

On peut toujours permuter les quantificateurs universels V entre eux et les quantificateurs
existentiels 3 entre eux sans changer le sens des propositions ou ils interviennent.

Exemples :

— Les propositions « Vo € Ry, Vy € R_jz > y» et «Vy € R_,Vx € Ry, > y » sont
équivalentes.

— Les propositions « 3z € Ry, 3y € R_jz > y» et «Jy € R_,dx € Ry, > y » sont
équivalentes.

ATTENTION'! A priori la permutation d’un V et d’'un 3 change le sens de la proposition.

Exemples :
— Soit la proposition « dans tout igloo d’une famille du Nunavut, il y a un trou pour pécher »
qu’on peut traduire formellement par :

Vi igloo 3t trou ; t est dans <.

Permutons V et 3 : 3¢ trou ; Vi igloo, ¢ est dans ¢. En bon francais, cela veut dire qu’il
existe un trou qui est commun a tous les igloo ce qui n’est pas du tout la méme chose que
la proposition de départ. D’ailleurs la proposition de départ peut étre vraie alors qu’apreés
permutation elle est clairement fausse!
— Soit la proposition :
Vee R, dyeR; x>y,

qui est vraie (prouvez le proprement). Permutons, on obtient :
JyeR; Ve eR, x> y.

Qui est fausse : prouvez-le!!



3 Le raisonnement par récurrence

Principe de la récurrence (simple) :

Soit Py, Pi, P», ... une suite infinie de propositions.

Si Py est vraie (initialisation),

et si, pour tout n € N, P, vraie implique P, vraie (hérédité),
alors, pour tout n € N, P, est vraie.

Remarque : plus généralement, si ng est un entier naturel fixé et si P, est vraie et que pour
tout n > ng, P, vraie implique P, vraie, alors pour tout n > ng, P, est vraie.

IMPORTANT : dans toute rédaction d’un raisonnement par récurrence on doit trouver,
clairement identifiées, les trois phases suivantes :

e On énonce ce qu'on veut démontrer par récurrence et par rapport a quel indice on fait

cette récurrence.

e Initialisation.

e Hérédité.

Attention : dans la partie Hérédité, je ne veux jamais voir « On suppose que, pour tout
n € N, P, est vraie, démontrons P,41 ». On ne peut pas supposer ce qu’on veut démontrer par
récurrence ! !

Exemple : Soit (uy,)nen une suite géométrique de raison ¢ € C. Montrons par récurrence sur
I’entier n que pour tout n € N on a u, = q"uyg.

e Initialisation : comme ¢ = 1, on a bien uy = ¢uo.

e Hérédité : soit n € N (fixé), on suppose qu’on a u,, = ¢"ugp (c’est I’hypotheése de récurrence).
On a alors u,11 = quy car (up)nen est une suite géométrique de raison g. Puis grace a
I'hypothése de récurrence on a un,+1 = ¢ X ¢"ug = ¢"lug ; c’est ce qu’on voulait.

On a donc le résultat cherché grace au principe de récurrence.

Attention : on n’oublie pas l'initialisation sous peine de « démontrer » des résultats faux!
Par exemple, montrons par récurrence sur n que, pour tout n € N, n =n + 1.
Herédité : soit n € N. On suppose quonan=n+1. Alorsn+2=(n+1)+1=n+1.
Bien str ¢’est I'initialisation qui est fausse : on n’a pas 0 =0+ 11!!

Exercice 0.11 :
Soit (up)nen une suite définie par ug = 0 et pour tout n € N\ {0}, u,+1 = 3u, — 2. Montrez
que, pour tout n € N, u, = —3" + 1.

Parfois I’hypothése P, vraie ne suffit pas & montrer que P, est vraie. Dans ce cas on utilise
le principe de récurrence forte :

Soit Py, Pi, P», ... une suite infinie de propositions.

Soit M € N,

Si Py, ..., Py sont vraies (initialisation),

et si, pour tout n € N, P,_py, ..., P, vraies implique P, vraie (hérédité),
alors, pour tout n € N, P,, est vraie.

Exercice 0.12 :
Soit (up)nen la suite réelle définie par ug = —1, uy3 = 5 et pour tout n € N, up10 = 3up41 — 2uy,.
Montrer que

Vn e N, u, = (6 x2") —T7.

4 Un peu de théorie des ensembles

On se contentera de la définition intuitive d’un ensemble : ¢’est une collection d’objets, qui
sont ses éléments. L’ensemble vide c¢’est-a-dire celui qui n’a pas d’élément est noté (0.



Exemples : N,Z,Q, R, C.

On notera un ensemble entre accolades de deux facons. Soit I’ensemble n’a qu’un petit nombre
d’éléments (notamment un nombre fini) et alors on peut se permettre de tous les écrire : par
exemple {7} ou {0,1,2}. Sinon on définit I’ensemble par une propriété vérifiée par ses éléments
et eux seuls : {n € N; 3k € N n = 2k} est I’ensemble des entiers pairs. Un méme ensemble peut
étre défini des deux facgons, par exemple :

{0,1} = {n e N; n? =n}.

Un ensemble qui n’a qu'un unique élément est appelé singleton et un ensemble qui a exacte-
ment deux éléments une paire.

4.1 Appartenance et inclusion

Pour tout ensemble E, la relation « x est un élément de E » ou « x appartient a E » est notée
«x € E'». On note y ¢ E pour dire que y n’appartient pas a F.

DEFINITION 1
Soient E et F' deux ensembles. On dit que E et F sont égaux et on écrit = F s’ils possédent
exactement les mémes éléments, i.e. si

Ve, (rt€ E<=x€F).

DEFINITION 2
Soient F et F' deux ensembles. On dit que E est inclus dans F et on écrit E C F, si tout élément
de E est un élément de F, i.e. si

VexeFE, zeF.

On dira aussi que E est une partie de F' ou encore que F' contient F.

Exemple : N CZCc QCRcC.

ATTENTION & ne pas confondre € et C. Par exemple 0 € N mais 0 ¢ N par contre on a
bien {0} € NI Et {-1,0,1} C Z mais {—1,0,1} ¢ Z.

En pratique : pour démontrer une inclusion £ C F, il faut commencer par : « Soit z € F,
montrons que x € F. ».

Exercice 0.13 :
Si on note 2N I’ensemble des nombres pairs, montrez que {k(k + 1) ; k € N} C 2N.

THEOREME 1
Soient B et F' deuz ensembles. E et F' sont égauz si et seulement st E C F et FF C E.

En pratique pour démontrer 1’égalité £ = F', il y a deux méthodes :

1) On raisonne par équivalence : z € E <= ... <=z € F.

2) On se sert du théoréme précédent en montrant les deux inclusions. C’est-a-dire on prend
un élément de ' et on montre qu’il est dans F' puis on prend un élément de F' et on montre
qu’il est dans F.

Exercice 0.14 :
Montrez que R_ ={x € R; Vy e Ry = < y}.



DEFINITION 3
Soit E' un ensemble. L’ensemble des parties de E est noté P(E). Pour tout ensemble A on a donc

AcP(E)«<= ACE.

Exemples : {—1,0,1} € P(Z). Pour tout ensemble E il faut remarquer que E € P(E) et
0eP(E).

Exercice 0.15 :
Démontrez les deux appartenances de la derniére phrase.

4.2 Opérations sur les ensembles

DEFINITION 4
Soit A et B deux ensembles.
On appelle réunion de A et B I’ensemble suivant :

AUB={z; x€ Aoux € B}.
On appelle intersection de A et B I’ensemble suivant :

ANB={z; x€ Aetz € B}.

B
A B

On peut généraliser cette définition avec plus de deux ensembles. Soit {A;}i;c; un ensemble
d’ensembles (i.e. I est un ensemble et pour tout i € I, A; est un ensemble). On appelle réunion
des A;, i € I, 'ensemble suivant :

UAi ={x; Jiel; xze A} (xrestdans!l'un des A;)
el

On appelle intersection des A;, i € I, 'ensemble suivant :

mAi ={z; Viel, xe€ Aj}. (x estdans tous les A;)
el

Remarque : ANB € P(A) et ANB € P(B). Par contre on a A € P(AUB) et B € P(AUB).

DEFINITION 5
Soient E et F deux ensembles. On dit que E et F sont disjoints si ENF = ().

THEOREME 2
Soit {A;}icr un ensemble d’ensembles et B un ensemble. On a

(UAi)mB:U(AmB) et <ﬂAi>uB:ﬂ(A,-uB).

iel el iel iel



Démonstration : On ne montre que la premiére égalité la deuxiéme se prouve de la méme fagon
(faites le c’est un bon excercice pour savoir si vous comprenez bien la premiére). Prenons un z,
on a

:L"E<UAZ-)OB<:>3:€UAiet:EGB<:>(EIZ’GI;:EGAi)eta:GB
icl i€l
«—dicl; (zr€AjetzeB)«<Jicl;xcANB

—uzelJ(4nB) O
el

DEFINITION 6
Soit A et B deux ensembles. On appelle différence de B dans A, I'ensemble suivant :

A\B={z; z€ A et x ¢ B}.

A\ B
DEFINITION 7
Soient E' un ensemble et A une partie de E. L’ensemble E \ A est appelé le complémentaire de

A dans E. Il est noté A°€.

A€

THEOREME 3
(Relations de Morgan) Soit {A;}icr un ensemble de parties d’un méme ensemble E. On a

(Ua) =4 et (N4) =Jas

el el iel el

Démonstration : prouvons la premiére égalité la deuxiéme étant laissée en excercice. Soit z € F,

x € (UAZ-)C<:> non (:EEUAZ')<:> non (Fiel; zeA)
i€l i€l
e=viel, a¢ Ai«=Viel e Af e )4 O
iel

Nous reviendrons plus tard sur les définitions qui suivent. On en donne ici une premiére
version intuitive.



DEFINITION 8
Soient E et I deux ensembles. Une suite d’éléments de E repérés par les éléments de I est appelée
une famille d’éléments de E indexée par 1.

Une telle famille est notée (x;);cr. x; est 'élément de E repéré par l'indice i € I. Dans le cas
ou I = [m,n], avec m < n, (I'ensemble des entiers compris entre m et n les deux inclus) on note
plus couramment (z;)m<i<n OU (T, Trmi1, ..., Tp).

Deux familles (x;)ier et (y;)icr d’éléments de E indexées par I sont égales si et seulement si :
Vi € I,x; = y;. L'élément z; est appelé la composante d’indice i de la famille (x;);e;.

ATTENTION a ne pas confondre ensemble et famille. Dans un ensemble les éléments sont
donnés sans ordre contrairement a une famille. Par exemple 'ensemble {1,4,9} est exactement
le méme que l'ensemble {4,9,1}. Par contre (1,4,9) # (4,9,1).

DEFINITION 9

Soient Ey, Es, ..., E,, n ensembles non vides. L’ensembles des familles (x1,xa,...,x,) dans les-
quelles x1 € F1,z9 € Fs,...,x, € E, est appelé le produit cartésien de E1,FEs, ..., E, et il est
noté E1 X Fs X ... x E,,. Dans le cas ou Fy = Fy = ... = E,, le produit E1 X EFs X ... X E,, est
noté E™.

Remarque : dire « Vo € E, Yy € F,...» équivaut a dire « V(z,y) € E X F,... ».

Exercice 0.16 :
A, B, C sont des parties d’un ensemble E. Montrer les résultats suivants :
e AUD=A
AUE=F
AUB=B<+<= ACB
ANB=A«~ ACB
A\B=AnNB = A\ (ANB)
Exercice 0.17 :
Ecrivez, avec les symboles () et |, 'ensemble de définition de la fonction tan et I’ensemble des
solutions de I’équation cos x = sin x.



