
Chapitre 0 : POUR BIEN DÉMARRER l'ANNÉE
Ce 
hapitre est un peu parti
ulier ; nous allons y revoir et voir des notions élémentaires quiseront utilisées toute l'année.1 Un peu de logiqueLe but i
i n'est pas de faire de la logique théorique mais juste de savoir 
e que vous é
rivezquand vous menez un raisonnement.1.1 Impli
ation =⇒La proposition � p =⇒ q � se lit � p implique q �. Elle est toujours vraie quand p est fausse,et elle est aussi vraie, quand p est vraie et q est vraie. Elle est fausse seulement quand p est vraieet q est fausse.

p q p =⇒ qV V VV F FF V VF F VPour démontrer qu'on a bien l'impli
ation � p =⇒ q �, on suppose d'abord que p est vraie.Ave
 
ette hypothèse il faut démontrer d'une façon ou d'une autre que q est vraie.Pour démontrer que l'impli
ation � p =⇒ q � n'a pas lieu on suppose que p est vraie et il fautdémontrer que q est fausse (autrement dit les propositions � non(p =⇒ q) � et � p et (non q) �sont équivalentes).Contraposition : les propositions � p =⇒ q � et � (non q) =⇒ (non p) � sont équivalentes
'est-à-dire qu'elles sont vraies ou fausses en même temps. La proposition � (non q) =⇒ (non p) �est appelée la 
ontraposée de l'impli
ation � p =⇒ q � .
p q non q non p non q =⇒ non pV V F F VV F V F FF V F V VF F V V VExemple : 
es deux phrases sont équivalentes :� S'il pleut, alors il y a des nuages. �(p =⇒ q)� S'il n'y a pas de nuages, alors il ne pleut pas. �(

(non q) =⇒ (non p)
)Exer
i
e 0.1 :Que pensez-vous de la validité des propositions suivantes :1



� Si 0 = 0, alors je suis votre professeur de mathématiques.� Si 0 6= 0, alors votre professeur de mathématiques est le pape.� Si At
houm est le président de la République, alors il est le 
hef des armées.Exer
i
e 0.2 :Traduisez en terme d'impli
ation les deux phrases suivantes :� Pour avoir p, il est né
essaire d'avoir q.� Pour avoir p, il est su�sant d'avoir q.Exer
i
e 0.3 :On donne deux théorèmes :
T1 : Si AB2 + BC2 = AC2, alors le triangle (ABC) est re
tangle en B.
T2 : Si (ABC) est re
tangle en B, alors AB2 + BC2 = AC2.Lequel de 
es deux théorèmes utilisez vous quand on vous demande si le triangle (ABC) estre
tangle en B dans 
ha
un des 
as suivants :

1) AB = 3, BC = 4, AC = 5.
2) AB = 4, BC = 5, AC = 6.1.2 Équivalen
e ⇐⇒La proposition � p ⇐⇒ q � se lit � p si et seulement si q � ou en
ore � p et q sont équiva-lentes �. Elle est vraie si p et q sont toutes les deux vraies ou toutes les deux fausses et elle estfausse sinon.

p q p ⇐⇒ qV V VV F FF V FF F VLa proposition � p ⇐⇒ q � est équivalente à � p =⇒ q et q =⇒ p �. La proposition � q =⇒ p �est appelée la ré
iproque de l'impli
ation � p =⇒ q �.Pour montrer que l'équivalen
e � p ⇐⇒ q � est vraie on peut utiliser trois méthodes :
1) soit on va de p à q en utilisant un raisonnement dont 
haque étape est une équivalen
e :

p ⇐⇒ p1 ⇐⇒ p2 ⇐⇒ . . . ⇐⇒ pn ⇐⇒ q,

2) soit on montre l'impli
ation � p =⇒ q � puis sa ré
iproque � q =⇒ p �,
3) soit on montre l'impli
ation � p =⇒ q � puis la 
ontraposée de sa ré
iproque� non p =⇒ non q �.Exer
i
e 0.4 :Soit f la fon
tion dé�nie par

f : R \ {−4} → R

x → x2−1

x+4

,déterminer les intervalles où elle est 
roissante. On utilisera dans la réda
tion de la solution deséquivalen
es ave
 rigueur !2 Quanti�
ateurs2.1 Dé�nitionSoit E un ensemble et P (x) une propriété qui dépend de x, par exemple E peut être unensemble de nombres réels et P (x) peut être � x ≥ π �. On dé�nit alors le quanti�
ateur universel� ∀ � et le quanti�
ateur existentiel � ∃ � de la façon suivante :2



� La proposition � tous les éléments de E véri�ent la propriété P � s'é
rit :
∀x ∈ E, P (x)et se lit : � pour tout élément x de E (ou quelque soit l'élément x de E), x véri�e P �.� La proposition � l'un (au moins) des éléments de E véri�e P � s'é
rit :
∃ x ∈ E ; P (x)et se lit : � il existe un élément x de E tel que x véri�e P �.Exemple : on a

∀x ∈ [4,+∞[, x ≥ π et aussi ∃ y ∈ {−2, 3, 12} ; y ≥ π.Remarques IMPORTANTES :� On ne mélange pas 
es symboles et des phrases en bon français. Soit on é
rit une phrase enfrançais ave
 que du français, soit on é
rit une phrase mathématique ave
 que des symbolesmathématiques !� Pour démontrer un résultat du type : ∀x ∈ E, P (x), on 
ommen
e par prendre un xquel
onque dans E en disant � Soit x dans E �. Ce x est don
 �xé une fois pour toutes.Ensuite il faut montrer que 
e x véri�e bien la propriété P et 
'est �ni (en e�et le fait deprendre un x quel
onque fait que le raisonnement est valable � pour tous les x de E � ).� Pour démontrer un résultat du type : ∃x ∈ E ; P (x), il faut exhiber expli
itement un x de
E qui véri�e bien P .Exer
i
e 0.5 :Montrer le résultat suivant :

∀x ∈ R,∀y ∈ R,∃z ∈ R ; z > x + y.Exer
i
e 0.6 :Soit une fon
tion f : E → R, traduiser ave
 des quanti�
ateurs les résultats suivant :
1) La fon
tion f est la fon
tion nulle.
2) La fon
tion f s'annule.
3) La fon
tion f n'est pas nulle.Exer
i
e 0.7 :Soit une fon
tion f : R → R traduiser ave
 des quanti�
ateurs le fait que f soit 
roissante sur

R, stri
tement dé
roissante sur R.2.2 Négation de quanti�
ateursLa négation de la proposition : � ∀x ∈ E, P (x) � est la proposition : � ∃x ∈ E ;non P (x) �.Exemple : la négation de : � ∀x ∈ [−4, 4], x ≥ π � est : � ∃x ∈ [−4, 4] ; x < π �. (Bien sûrune seule des deux propositions est vraie !)La négation de la proposition : � ∃x ∈ E ; P (x) � est la proposition : � ∀x ∈ E,non P (x) �.Exemple : la négation de � il existe un élève de 
ette 
lasse qui est gau
her � est � tous lesélèves de 
ette 
lasse sont droitiers �(on a supposé qu'il n'y a pas d'élève ambidextre dans 
ette
lasse !).
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Exer
i
e 0.8 :Quelle est la négation des propositions suivantes :
∀x ∈ [0,

π

2
[, cos(x) > 0. (1)

∀x ∈] −
π

2
,

π

2
[, tan(x) ≥ −100. (2)Toute fon
tion 
ontinue est dérivable. (3)

∀x ∈ R,∃y > x ; y2 > x2. (4)
∀ε > 0,∃η > 0 ; ∀x ∈ R,

(

| x |< η =⇒| x2 + sin(x) |< ε
) (5)Essayer de donner une signi�
ation en français de la proposition (5) et de sa négation.Exer
i
e 0.9 :Soit une fon
tion f : R → R, traduire ave
 des quanti�
ateurs le fait que f ne soit pas 
roissantesur R, pas stri
tement dé
roissante sur R.Exer
i
e 0.10 :

1) Donner la dé�nition d'une appli
ation paire, d'une appli
ation impaire, d'une appli
ationnon paire, d'une appli
ation non impaire.
2) Toute appli
ation est-elle soit paire, soit impaire ?
3) Quelles sont les appli
ations de R vers R qui sont à la fois paires et impaires ?
4) Démontrer que toute appli
ation de R vers R peut s'é
rire de manière unique 
omme lasomme d'une appli
ation paire et d'une appli
ation impaire. Peut-on généraliser 
e résultataux appli
ations de R vers C ? Appliquer 
e résultat au 
as de l'appli
ation de R vers C,

x → eix.2.3 Permutation de ∀ et ∃On peut toujours permuter les quanti�
ateurs universels ∀ entre eux et les quanti�
ateursexistentiels ∃ entre eux sans 
hanger le sens des propositions où ils interviennent.Exemples :� Les propositions � ∀x ∈ R+,∀y ∈ R−, x ≥ y � et � ∀y ∈ R−,∀x ∈ R+, x ≥ y � sontéquivalentes.� Les propositions � ∃x ∈ R+,∃y ∈ R−, x ≥ y � et � ∃y ∈ R−,∃x ∈ R+, x ≥ y � sontéquivalentes.ATTENTION ! A priori la permutation d'un ∀ et d'un ∃ 
hange le sens de la proposition.Exemples :� Soit la proposition � dans tout igloo d'une famille du Nunavut, il y a un trou pour pê
her �qu'on peut traduire formellement par :
∀i igloo ∃t trou ; t est dans i.Permutons ∀ et ∃ : ∃t trou ; ∀i igloo, t est dans i. En bon français, 
ela veut dire qu'ilexiste un trou qui est 
ommun à tous les igloo 
e qui n'est pas du tout la même 
hose quela proposition de départ. D'ailleurs la proposition de départ peut être vraie alors qu'aprèspermutation elle est 
lairement fausse !� Soit la proposition :

∀x ∈ R,∃y ∈ R ; x ≥ y,qui est vraie (prouvez le proprement). Permutons, on obtient :
∃y ∈ R ; ∀x ∈ R, x ≥ y.Qui est fausse : prouvez-le ! ! 4



3 Le raisonnement par ré
urren
ePrin
ipe de la ré
urren
e (simple) :Soit P0, P1, P2, . . . une suite in�nie de propositions.Si P0 est vraie (initialisation),et si, pour tout n ∈ N, Pn vraie implique Pn+1 vraie (hérédité),alors, pour tout n ∈ N, Pn est vraie.Remarque : plus généralement, si n0 est un entier naturel �xé et si Pn0
est vraie et que pourtout n ≥ n0, Pn vraie implique Pn+1 vraie, alors pour tout n ≥ n0, Pn est vraie.IMPORTANT : dans toute réda
tion d'un raisonnement par ré
urren
e on doit trouver,
lairement identi�ées, les trois phases suivantes :

• On énon
e 
e qu'on veut démontrer par ré
urren
e et par rapport à quel indi
e on fait
ette ré
urren
e.
• Initialisation.
• Hérédité.Attention : dans la partie Hérédité, je ne veux jamais voir � On suppose que, pour tout

n ∈ N, Pn est vraie, démontrons Pn+1 �. On ne peut pas supposer 
e qu'on veut démontrer parré
urren
e ! !Exemple : Soit (un)n∈N une suite géométrique de raison q ∈ C. Montrons par ré
urren
e surl'entier n que pour tout n ∈ N on a un = qnu0.
• Initialisation : 
omme q0 = 1, on a bien u0 = q0u0.
• Hérédité : soit n ∈ N (�xé), on suppose qu'on a un = qnu0 (
'est l'hypothèse de ré
urren
e).On a alors un+1 = qun 
ar (un)n∈N est une suite géométrique de raison q. Puis grâ
e àl'hypothèse de ré
urren
e on a un+1 = q × qnu0 = qn+1u0 ; 
'est 
e qu'on voulait.On a don
 le résultat 
her
hé grâ
e au prin
ipe de ré
urren
e.Attention : on n'oublie pas l'initialisation sous peine de � démontrer � des résultats faux !Par exemple, montrons par ré
urren
e sur n que, pour tout n ∈ N, n = n + 1.Hérédité : soit n ∈ N. On suppose qu'on a n = n + 1. Alors n + 2 = (n + 1) + 1 = n + 1.Bien sûr 
'est l'initialisation qui est fausse : on n'a pas 0 = 0 + 1 ! !Exer
i
e 0.11 :Soit (un)n∈N une suite dé�nie par u0 = 0 et pour tout n ∈ N \ {0}, un+1 = 3un − 2. Montrezque, pour tout n ∈ N, un = −3n + 1.Parfois l'hypothèse Pn vraie ne su�t pas à montrer que Pn+1 est vraie. Dans 
e 
as on utilisele prin
ipe de ré
urren
e forte :Soit P0, P1, P2, . . . une suite in�nie de propositions.Soit M ∈ N,Si P0, . . . , PM sont vraies (initialisation),et si, pour tout n ∈ N, Pn−M , . . . , Pn vraies implique Pn+1 vraie (hérédité),alors, pour tout n ∈ N, Pn est vraie.Exer
i
e 0.12 :Soit (un)n∈N la suite réelle dé�nie par u0 = −1, u1 = 5 et pour tout n ∈ N, un+2 = 3un+1 − 2un.Montrer que

∀n ∈ N, un = (6 × 2n) − 7.4 Un peu de théorie des ensemblesOn se 
ontentera de la dé�nition intuitive d'un ensemble : 
'est une 
olle
tion d'objets, quisont ses éléments. L'ensemble vide 
'est-à-dire 
elui qui n'a pas d'élément est noté ∅.5



Exemples : N, Z, Q, R, C.On notera un ensemble entre a

olades de deux façons. Soit l'ensemble n'a qu'un petit nombred'éléments (notamment un nombre �ni) et alors on peut se permettre de tous les é
rire : parexemple {π} ou {0, 1, 2}. Sinon on dé�nit l'ensemble par une propriété véri�ée par ses élémentset eux seuls : {n ∈ N ; ∃k ∈ N n = 2k} est l'ensemble des entiers pairs. Un même ensemble peutêtre dé�ni des deux façons, par exemple :
{0, 1} = {n ∈ N ; n2 = n}.Un ensemble qui n'a qu'un unique élément est appelé singleton et un ensemble qui a exa
te-ment deux éléments une paire.4.1 Appartenan
e et in
lusionPour tout ensemble E, la relation � x est un élément de E � ou � x appartient à E � est notée� x ∈ E �. On note y /∈ E pour dire que y n'appartient pas à E.Définition 1Soient E et F deux ensembles. On dit que E et F sont égaux et on é
rit E = F s'ils possèdentexa
tement les mêmes éléments, i.e. si
∀x, (x ∈ E ⇐⇒ x ∈ F ).Définition 2Soient E et F deux ensembles. On dit que E est in
lus dans F et on é
rit E ⊂ F , si tout élémentde E est un élément de F , i.e. si

∀x ∈ E, x ∈ F.On dira aussi que E est une partie de F ou en
ore que F 
ontient E.Exemple : N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.ATTENTION à ne pas 
onfondre ∈ et ⊂. Par exemple 0 ∈ N mais 0 6⊂ N par 
ontre on abien {0} ⊂ N ! Et {−1, 0, 1} ⊂ Z mais {−1, 0, 1} /∈ Z.En pratique : pour démontrer une in
lusion E ⊂ F , il faut 
ommen
er par : � Soit x ∈ E,montrons que x ∈ F . �.Exer
i
e 0.13 :Si on note 2N l'ensemble des nombres pairs, montrez que {k(k + 1) ; k ∈ N} ⊂ 2N.Théorème 1Soient E et F deux ensembles. E et F sont égaux si et seulement si E ⊂ F et F ⊂ E.En pratique pour démontrer l'égalité E = F , il y a deux méthodes :
1) On raisonne par équivalen
e : x ∈ E ⇐⇒ . . . ⇐⇒ x ∈ F .
2) On se sert du théorème pré
édent en montrant les deux in
lusions. C'est-à-dire on prendun élément de E et on montre qu'il est dans F puis on prend un élément de F et on montrequ'il est dans E.Exer
i
e 0.14 :Montrez que R− = {x ∈ R ; ∀y ∈ R+ x ≤ y}. 6



Définition 3Soit E un ensemble. L'ensemble des parties de E est noté P(E). Pour tout ensemble A on a don

A ∈ P(E) ⇐⇒ A ⊂ E.Exemples : {−1, 0, 1} ∈ P(Z). Pour tout ensemble E il faut remarquer que E ∈ P(E) et

∅ ∈ P(E).Exer
i
e 0.15 :Démontrez les deux appartenan
es de la dernière phrase.4.2 Opérations sur les ensemblesDéfinition 4Soit A et B deux ensembles.On appelle réunion de A et B l'ensemble suivant :
A ∪ B = {x ; x ∈ A ou x ∈ B}.On appelle interse
tion de A et B l'ensemble suivant :
A ∩ B = {x ; x ∈ A et x ∈ B}.

A
B

A B

A ∩ BA ∪ B

On peut généraliser 
ette dé�nition ave
 plus de deux ensembles. Soit {Ai}i∈I un ensembled'ensembles (i.e. I est un ensemble et pour tout i ∈ I, Ai est un ensemble). On appelle réuniondes Ai, i ∈ I, l'ensemble suivant :
⋃

i∈I

Ai = {x ; ∃i ∈ I ; x ∈ Ai}. (x est dans l'un des Ai)On appelle interse
tion des Ai, i ∈ I, l'ensemble suivant :
⋂

i∈I

Ai = {x ; ∀i ∈ I, x ∈ Ai}. (x est dans tous les Ai)Remarque : A∩B ∈ P(A) et A∩B ∈ P(B). Par 
ontre on a A ∈ P(A∪B) et B ∈ P(A∪B).Définition 5Soient E et F deux ensembles. On dit que E et F sont disjoints si E ∩ F = ∅.Théorème 2Soit {Ai}i∈I un ensemble d'ensembles et B un ensemble. On a
(

⋃

i∈I

Ai

)

∩ B =
⋃

i∈I

(Ai ∩ B) et (

⋂

i∈I

Ai

)

∪ B =
⋂

i∈I

(Ai ∪ B).7



Démonstration : On ne montre que la première égalité la deuxième se prouve de la même façon(faites le 
'est un bon ex
er
i
e pour savoir si vous 
omprenez bien la première). Prenons un x,on a
x ∈

(

⋃

i∈I

Ai

)

∩ B ⇐⇒ x ∈
⋃

i∈I

Ai et x ∈ B ⇐⇒ (∃i ∈ I ; x ∈ Ai) et x ∈ B

⇐⇒ ∃i ∈ I ; (x ∈ Ai et x ∈ B) ⇐⇒ ∃i ∈ I ; x ∈ Ai ∩ B

⇐⇒ x ∈
⋃

i∈I

(Ai ∩ B) �Définition 6Soit A et B deux ensembles. On appelle di�éren
e de B dans A, l'ensemble suivant :
A \ B = {x ; x ∈ A et x /∈ B}.

A
B

A \ BDéfinition 7Soient E un ensemble et A une partie de E. L'ensemble E \ A est appelé le 
omplémentaire de
A dans E. Il est noté Ac.

A
E

Ac

Théorème 3(Relations de Morgan) Soit {Ai}i∈I un ensemble de parties d'un même ensemble E. On a
(

⋃

i∈I

Ai

)c

=
⋂

i∈I

Ac

i et (

⋂

i∈I

Ai

)c

=
⋃

i∈I

Ac

iDémonstration : prouvons la première égalité la deuxième étant laissée en ex
er
i
e. Soit x ∈ E,
x ∈

(

⋃

i∈I

Ai

)c

⇐⇒ non (x ∈
⋃

i∈I

Ai) ⇐⇒ non (∃i ∈ I ; x ∈ Ai)

⇐⇒ ∀i ∈ I, x /∈ Ai ⇐⇒ ∀i ∈ I, x ∈ Ac

i ⇐⇒ x ∈
⋂

i∈I

Ac

i �Nous reviendrons plus tard sur les dé�nitions qui suivent. On en donne i
i une premièreversion intuitive.
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Définition 8Soient E et I deux ensembles. Une suite d'éléments de E repérés par les éléments de I est appeléeune famille d'éléments de E indexée par I.Une telle famille est notée (xi)i∈I . xi est l'élément de E repéré par l'indi
e i ∈ I. Dans le 
asoù I = [m,n], ave
 m ≤ n, (l'ensemble des entiers 
ompris entre m et n les deux in
lus) on noteplus 
ouramment (xi)m≤i≤n ou (xm, xm+1, . . . , xn).Deux familles (xi)i∈I et (yi)i∈I d'éléments de E indexées par I sont égales si et seulement si :
∀i ∈ I, xi = yi. L'élément xi est appelé la 
omposante d'indi
e i de la famille (xi)i∈I .ATTENTION à ne pas 
onfondre ensemble et famille. Dans un ensemble les éléments sontdonnés sans ordre 
ontrairement à une famille. Par exemple l'ensemble {1, 4, 9} est exa
tementle même que l'ensemble {4, 9, 1}. Par 
ontre (1, 4, 9) 6= (4, 9, 1).Définition 9Soient E1, E2, . . . , En, n ensembles non vides. L'ensembles des familles (x1, x2, . . . , xn) dans les-quelles x1 ∈ E1, x2 ∈ E2, . . . , xn ∈ En est appelé le produit 
artésien de E1, E2, . . . , En et il estnoté E1 × E2 × . . . × En. Dans le 
as où E1 = E2 = . . . = En le produit E1 × E2 × . . . × En estnoté En.Remarque : dire � ∀x ∈ E, ∀y ∈ F, . . . � équivaut à dire � ∀(x, y) ∈ E × F, . . . �.Exer
i
e 0.16 :
A,B,C sont des parties d'un ensemble E. Montrer les résultats suivants :

• A ∪ ∅ = A
• A ∪ E = E
• A ∪ B = B ⇐⇒ A ⊂ B
• A ∩ B = A ⇐⇒ A ⊂ B
• A \ B = A ∩ Bc = A \ (A ∩ B)Exer
i
e 0.17 :E
rivez, ave
 les symboles ⋂ et ⋃, l'ensemble de dé�nition de la fon
tion tan et l'ensemble dessolutions de l'équation cos x = sin x.
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